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LOCALLY DISCONJUGATE FAMILIES 
OF CONTINUOUS FUNCTIONS
1 .  I n t r o d u c t i o n . I n  t h e  s t u d y  o f  t h e  l i n e a r  h o m o g e n e ­
o u s  s e c o n d - o r d e r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n
( 1 .1 )  L (u )  = ( r  * u '+ q * u )  ' - ( q * u '+ p * u )  = 0
on t h e  o p e n  i n t e r v a l  I  o f  t h e  r e a l  l i n e  R w h e re  p ,  q ,  a n d  r
a r e  c o n t i n u o u s  r e a l - v a l u e d  f u n c t i o n s  w i t h  r  p o s i t i v e  o n  I ,
2
i t  i s  f o u n d  t h a t  g i v e n  a n y  t r i p l e  ( t ^ f U ^ . u ^ )  i n  IxR  t h e r e
i s  a  u n i q u e  s o l u t i o n  u o f  ( 1 . 1 )  on  I  s u c h  t h a t  u ( t ^ )  = u^
an d  u ' ( t g )  = u ^ ,  s o  t h a t  f o r  some n e i g h b o r h o o d  I ^  o f  a n y  
p o i n t  t ^  i n  I  t h e r e  i s  a  s o l u t i o n  u ^  o f  ( 1 . 1 )  w h ic h  i s  n e v e r  
z e r o  i n  I ^ .  M o re o v e r ,  a n y  s o l u t i o n  o f  ( 1 . 1 )  on  I ^  i s  a  
l i n e a r  c o m b i n a t i o n  o f  u ^  and  a  s o l u t i o n  u^ g i v e n  b y
(1 - 2 )  u - ( t )  = ' '
^ t ^  r ( s )  ' u ^ ( s )
•Uj^(t)
f o r  t  i n  I ^ ,  T h e n ,  g i v e n  a  p a i r  o f  p o i n t s  a n d
( tg f X g )  i n  IqXR w i t h  t h e  d e t e r m i n a n t  u^(t^^) °U2  ( t 2 )
- U i ( t 2 ) °U2 ( t i )  i s  d i f f e r e n t  f ro m  z e r o  a n d  t h e r e  i s  a  u n i q u e  
s o l u t i o n  u  o f  ( 1 .1 )  w h ic h  s a t i s f i e s  t h e  c o n d i t i o n s
( 1 ,3 )  u ( t ^ )  = x ^ ,  i  = 1 / 2 ;
2
n a m e ly  t h e  f u n c t i o n  u  = A -u ^+ B 'U g  w h e re  A a n d  B a r e  g i v e n  b y
'A'




r " i< ’=2>
U i ( t i )  ' U g f t g i - U ^ f t g )
I f  s o l u t i o n s  t o  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  ( 1 . 1 )  c o n n e c t  
p a i r s  o f  p o i n t s  w i t h  d i s t i n c t  a b s c i s s a e  i n  t h e  s t r i p  I^ x R  
u n i q u e l y ,  ( 1 . 1 )  i s  s a i d  t o  b e  d i s c o n j u g a t e  o n  I ^ .  We p r e f e r  
t o  s a y  t h a t  t h e  s e t  o f  s o l u t i o n s ,  o f  ( 1 . 1 )  i s  d i s c o n j u ­
g a t e  o n  a n d ,  i n  v i e w  o f  t h e  r e m a r k s  a b o v e ,  t h a t  q/  i s  a  
l o c a l l y  d i s c o n j u g a t e  f a m i l y . I t  i s  o u r  p u r p o s e  t o  s t u d y  
l o c a l l y  d i s c o n j u g a t e  f a m i l i e s  o f  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n s  w i t h  
no  a s s u m e d  d i f f e r e n t i a b i l i t y  p r o p e r t i e s .
I n  S e c t i o n  2 we f o r m a l i z e  t h e  n o t i o n  o f  l o c a l  d i s c o n -  
j u g a c y  f o r  s u b f a m i l i e s  o f  C ( I , R )  a n d  c h a r a c t e r i z e  l o c a l l y  
d i s c o n j u g a t e  f a m i l i e s  a s  a  c e r t a i n  c l a s s  o f  h o m eo m o rp h s  o f  
R i n  C ( I , R ) .  T he  c o n c e p t  o f  c o n s e c u t i v e  c o n j u g a t e  p o i n t s  
r e l a t i v e  t o  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  ( 1 . 1 )  i s  g e n e r a l i z e d  
t o  a p p l y  t o  t h e s e  f a m i l i e s  a n d  a  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  f o r  
c o n t i n u o u s  f u n c t i o n a l  r e l a t i o n s h i p s  t o  e x i s t  b e t w e e n  a  
p o i n t  a n d  i t s  n e a r e s t  l e f t -  a n d  r i g h t - c o n j u g a t e s  i s  g i v e n .  
F i n a l l y  i t  i s  show n t h a t  t h e  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n s  o b t a i n e d  
b y  p u t t i n g  t o g e t h e r  r e s t r i c t i o n s  o f  m em b ers  o f  a  l o c a l l y  
d i s c o n j u g a t e  f a m i l y  c a l l e d  p i e c e w i s e - 3 - l i n e a r  f u n c t i o n s ,  
a r e  d e n s e  i n  t h e  r e a l - v a l u e d  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n s  o n  i n t e r ­
v a l s  o f  d i s c o n j u g a c y  o f  ^
A f u n c t i o n  f  i s  c o n c a v e  r e l a t i v e  t o  t h e  d i f f e r e n t i a l  
e q u a t i o n  L ( u )  = 0 on  a n  i n t e r v a l  o f  d i s c o n j u g a c y ,  s o m e t im e s  
s a i d  " f  i s  s u p e r - L " ,  i f  i t  d o m i n a t e s  t h o s e  s e g m e n t s  o f  s o ­
l u t i o n s  o f  L ( u )  = 0  w h o se  e n d p o i n t s  l i e  b e l o w  t h e  g r a p h  o f  
f .  (S e e  r e f e r e n c e s  [ 1 ] , [ 3 ] ,  [ 1 2 ] ) .  S e c t i o n  3 c o n c e r n s  '3 -  
c o n c a v e  ( s u p e r - 3  f u n c t i o n s .  I n  T h e o re m  3 . 4  a  r e s u l t  t h a t  
p e r t a i n s  t o  t h e  f a m i l y  i s  d e r i v e d  f ro m  s e q u e n c e s  o f  3 -  
c o n c a v e  f u n c t i o n s .  T h e o re m s  3 . 6  a n d  3 . 7  d e s c r i b e  t h e  l e a s t  
3 - c o n c a v e  f u n c t i o n  t h a t  d o m i n a t e s  a  g i v e n  c o n t i n u o u s  f u n c ­
t i o n  on  a  c o m p a c t  i n t e r v a l .
I n  d i s c u s s i n g  d i s c o n j u g a t e  f a m i l i e s ,  B e c k e n b a c h  [2] 
c i t e s  a s  a n  e x a m p le  " t h e  s e t  o f  im a g e s  o f  a l l  n o n - v e r t i c a l  
s t r a i g h t  l i n e s  u n d e r  a  1 - t o - l  c o n t i n u o u s  t r a n s f o r m a t i o n  o f  
t h e  d o m a in  a< x < b  o f  t h e  p l a n e  i n t o  i t s e l f  i n  s u c h  a  way 
t h a t  e v e r y  v e r t i c a l  l i n e  i s  t r a n s f o r m e d  i n t o  i t s e l f . "
T h e o re m  4 . 1  p r o v i d e s  a  p a r t i a l  c o n v e r s e  t o  t h i s  r e m a r k  f o r  
d i s c o n j u g a t e  l i n e a r  s u b s p a c e s  o f  C ( I , R ) ; t h e s e  a r e  a l w a y s  
im a g e s  o f  n o n v e r t i c a l  s t r a i g h t  l i n e s  u n d e r  a  t o p o l o g i c a l  
map o f  some s t r i p  I ' x R  o n t o  Ix R  w h ic h  c a r r i e s  v e r t i c a l  l i n e s  
i n t o  v e r t i c a l  l i n e s .  G e n e r a l l y ,  S e c t i o n  4 p r o v i d e s  r e s u l t s  
f o r  l o c a l l y  d i s c o n j u g a t e  l i n e a r  s u b s p a c e s  o f  C ( I , R )  w h ic h  
a r e  t y p i c a l  o f  t h o s e  f o r  t h e  s p a c e  o f  s o l u t i o n s  t o  ( 1 . 1 ) .
I n  p a r t i c u l a r ,  s u c h  a  f a m i l y  d e t e r m i n e s  l o c a l  o p e r a t o r s ,  e ,  
f o r  w h ic h  t h e  t w o - p o i n t  b o u n d a r y - v a l u e  p r o b l e m
9(x) = y ,  x ( t ^ )  = y ^ ,  i  = 1 , 2 ,
i s  u n i q u e l y  s o l v a b l e  a n d  w h o se  i n v e r s e s  h a v e  i n t e g r a l  fo r m u ­
l a t i o n s ,  M o r e o v e r ,  a  f u n c t i o n  f  i n  t h e  d o m a in  o f  0 i s  
c o n c a v e  i f  and  o n l y  i f  0 ( f ) 3 O .  T h i s  g e n e r a l i z e s  a  r e s u l t  
o f  B o n s a l l  [3] . A l s o ,  f o l l o w i n g  t h e  l e a d  o f  A s h l e y  [1 ] ,  we 
d e r i v e  f ro m  a  t h e o r e m  o f  C h o q u e t  [4] a n  e x p l i c i t  i n t e g r a l  
r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  e l e m e n t s  o f  t h e  c o n e  o f  n o n n e g a t i v e  
^  -  c o n c a v e  f u n c t i o n s .
I n  S e c t i o n  5 ,  we g e n e r a l i z e  a  r e s u l t  o f  R e i d  [12] 
w h ic h  c h a r a c t e r i z e s  ( / - c o n c a v e  f u n c t i o n s  a s  t h o s e  w h ic h  
s a t i s f y  c e r t a i n  u n i l a t e r a l  v a r i a t i o n a l  r e l a t i o n s  s t a t e d  i n  
t e r m s  o f  t h e  f u n c t i o n a l  J ,  w h e re
( 1 . 5 )  J ^ ( u )  = ( r * u ' ^ + 2 - q * u * u ' + p - u ^ ) ,
b y  i n t r o d u c i n g  a  c l a s s  o f  f u n c t i o n a l s ,  w h ic h  i n c l u d e s  t h o s e  
o f  t h e  fo rm  ( 1 . 5 ) ,  r e l a t i v e  t o  w h ic h  a  t y p e  o f  u n i l a t e r a l  
v a r i a t i o n a l  p r o b le m  i s  s o l v a b l e .  T he  c l a s s  o f  s o l u t i o n s  
o f  t h e s e  u n i l a t e r a l  v a r i a t i o n a l  p r o b l e m s  i s  p r e c i s e l y  t h e  
s e t  o f  g e n e r a l i z e d  c o n c a v e  f u n c t i o n s .
I n  t h e  s e q u e l ,  I  = ( a , b ) , w h e re  a  a n d  b  a r e  e x t e n d e d  
r e a l s  a n d  a < b ,  r e p r e s e n t s  a  f i x e d  o p e n  i n t e r v a l  i n  R an d  
I ^  r e p r e s e n t s  a  g e n e r i c  o p e n  s u b i n t e r v a l  o f  I .  A l l  i n t e r ­
v a l s  a r e  a s su m e d  t o  b e  n o n d e g e n e r a t e .  T he  s e t  C ( I ^ , R )  o f  
c o n t i n u o u s  r e a l - v a l u e d  f u n c t i o n s  on  I^  i s  a s s i g n e d  t h e  
t o p o l o g y  o f  u n i f o r m  c o n v e r g e n c e  on  c o m p a c t  s u b s e t s  o f  I ^ ,  
a n d  s u b s e t s  t h e r e o f  a r e  a s s i g n e d  t h e  r e l a t i v i z e d  t o p o l o g y .  
F o r  a  s e t  3  i n  C (I^  ,R) a n d  a  s u b s e t  A o f  I ,  i s  t h e  s e t
o f  r e s t r i c t i o n s  o f  m em bers  o f  3" t o  A n I . We u s e  S ( I  ) t oa o
d e n o t e  t h e  s e t  { ( t ^ . x ^ . t g / X g )  e I ^ x R x I ^ x R  : tj^ < t g )  a n d  
a s s i g n  t o  i t  t h e  r e l a t i v i z e d  R^ t o p o l o g y .  T h e  s u b s e t  A o f  
I  i s  s a i d  t o  b e  b o u n d e d  i n  i f  A i s  a  s u b s e t  o f  a  c o m p a c t  
s u b s e t  o f  I  . When r '  ̂ o r  C ( I , R )  a r e  c o n s i d e r e d  a s  o r d e r e d
CE
s p a c e s  t h e y  a r e  a s s i g n e d  t h e i r  r e s p e c t i v e  p r o d u c t  o r d e r i n g s .  
F o r  a  n a t u r a l  n u m b er  h ,  t h e  sy m b o l  'ft d e n o t e s  t h e  s e t
 ̂1 f . . .  / n }.
2 .  L o c a l l y  d i s c o n j u g a t e  f a m i l i e s  o f  c o n t i n u o u s  
f u n c t i o n s . O u r s t a r t i n g  p o i n t  i s  t h e  n o t i o n  o f  d i s c o n j u ­
g a c y  f o r  a  f a m i l y  o f  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n s .  T h e  f a m i l y  ^  
c o n t a i n e d  i n  C ( I , R )  i s  d i s c o n j u g a t e  on  t h e  s u b i n t e r v a l  
o f  I  i f  a n d  o n l y  i f  f o r  e v e r y  p a i r  o f  p o i n t s  (tj^,Xj^) ,
( t g . X g )  i n  I q XR w i t h  d i s t i n c t  a b s c i s s a e  t h e r e  i s  o n e  a n d  
o n l y  on e  m em ber F o f  t h e  f a m i l y  w h ic h  s a t i s f i e s  t h e  c o n ­
d i t i o n s  :
( 2 . 1 )  F ( t ^ )  = x ^ ,  i  = 1 , 2 .
I n  s u c h  i n s t a n c e s ,  t h e  i n t e r v a l  i s  c a l l e d  a n  i n t e r v a l
o f  d i s c o n j u g a c y  o f  t h e  f a m i l y  T h e  b e h a y i o r  o f  m em bers
o f  t h e  f a m i l y  o n  i n t e r y a l s  o f  d i s c o n j u g a c y  o f  ^  i s  r e ­
s t r i c t e d ,  a s  i s  show n i n  t h e  f o l l o w i n g  t h e o r e m  d u e  t o  
B e c k e n b a c h  [2] .
THEOREM 2 . 1  S u p p o s e  t h a t  ^  i n  C ( I , R) d i s c o n j u g a t e
on  I_ = ( a _ , b _ )  an d  t h a t  t  c I _ .  I f  F ,  a n d  F.^ a r e  d i s t i n c t  —  o o o ---------------  o o —  1 -------- 2   '....... .............
m em bers  o f  ^  s u c h  t h a t  F ^  ( t ^ )  = ( t ^ )  , t h e n  e i t h e r  Fj^ > F^
fia. ( t g ' b o l  and . * P j  22. ( a ^ . t ^ , )  o r  Fj^ < F j  on  ( t ^ . b ^ )  and.
F i  > F 2  22. ( a ^ ,  V  •
I t  i s  t o  b e  n o t e d  t h a t  i t  f o l l o w s  f ro m  t h e  d e f i n i t i o n  
o f  d i s c o n j u g a c y  a n d  f ro m  T h e o re m  2 . 1  t h a t  i f  t ^ , t ' ,  a n d  t " 
b e l o n g  t o  a n  i n t e r v a l  o f  d i s c o n j u g a c y  o f  a n d  a r e  s u c h  
t h a t  e i t h e r  t ^  < t '  < t "  o r  t  < t  ' < t ^ ,  a n d  i f  {F^} i s  a
s u b f a m i l y  o f  ^  s u c h  t h a t  {F^ ( t^^ )} i s  b o u n d e d  b e l o w ,  [ a b o v e ] ,  
b y  t h e  r e a l  n u m b e r  r  and  ( P ^ ( t ' ) }  i s  b o u n d e d  a b o v e ,  [ b e l o w ] ,  
b y  t h e  r e a l  n u m b e r  s ,  t h e n  { F ^ ( t " ) }  i s  b o u n d e d  a b o v e ,
[ b e l o w ] ,  b y  F ( t " ) , w h e r e  F i s  t h e  u n i q u e  m em ber o f  c o n ­
n e c t i n g  t h e  p o i n t s  ( t ^ ^ r )  a n d  ( t ' , s ) .  U s i n g  a n  i n d i r e c t  
a r g u m e n t ,  t h i s  i m p l i e s  t h a t  i f  [ t ^ y t g ]  ^ I ^  an d  i f  t h e  s e ­
q u e n c e  (F ^) i n  3  i s  s u c h  t h a t  ( F ^ ( t ^ )  )'"■’+ • ,  [ ( F ^ ( t ^ )  )-►-*],
i  = 1 , 2 ,  t h e n  ( F ^ ( t ' ) ) + + ^ [ ( F ^ ( t ' ) ) + - « ° l  f o r  a l l  t  ' i n
B e c k e n b a c h  h a s  a l s o  p r o v e d  t h e  f o l l o w i n g  t h e o r e m  a n d  
c o r o l l a r y .
THEOREM 2 . 2 .  ^  t h e  s u b f a m i l y  cif C ( I , R )  i^s d i s c o n j u ­
g a t e  on  I  t h e n  t h e  map * :S  ( I ) - » C ( I , R )  s u c h  t h a t  * ( t ^ , x ^ , t 2 , X 2 ) 
i s  t h e  u n i q u e  m em ber o f  ^  w h o se  g r a p h  c o n t a i n s  t h e  p o i n t s  
( t i , X i )  a n d  ( t g j X ^ )  c o n t i n u o u s .
COROLLARY. %f t h e  s u b f a m i l y  3  o f  C ( I , R )  is .  d i s c o n j u ­
g a t e  on  I , t h e n  t h e  s u b s e t  CL o f  '3r _is c o m p a c t  i f  f o r  d i s t i n c t  
e l e m e n t s  t^^ a n d  o f  I  t h e  s e t s  Q ft^ l = ( F ( t ^ )  sFeQ.}, i  = 1 , 2 ,  
a r e  c o m p a c t .
T h e s e  r e s u l t s  c a n  b e  g e n e r a l i z e d  s o  a s  t o  a p p l y  t o  a
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l a r g e r  c l a s s  o f  f a m i l i e s  o f  f u n c t i o n s .  T h e  s u b f a m i l y o f  
C ( I , R )  i s  s a i d  t o  b e  l o c a l l y  d i s c o n j u g a t e  i f  a n d  o n l y  i f  
e v e r y  p o i n t  i n  I  i s  i n t e r i o r  t o  some i n t e r v a l  o f  d i s c o n j u ­
g a c y  o f
THEOREM 2 . 3 .  S u p p o s e  t h a t  ^  i s  a  l o c a l l y  d i s c o n j u g a t e  
s u b f a m i l y  o f  C ( I , R )  a n d  t h a t  i s  i n t e r v a l  o f  d i s c o n j u ­
g a c y  o f  T h e n  t h e  map fsS (I^) '♦■ C (I,R ) s u c h  t h a t  
*^^ 1 ' ^ 1 ' ^ 2 ' ^ 2  ̂ —  u n i q u e  m em ber o f  t h a t  p a s s e s  t h r o u g h  
( t i , X i )  a n d  ( t g f X ^ )  Ag. c o n t i n u o u s  a n d  i t s  r a n g e  i s  M o re ­
o v e r  , i f  a n d  t g  a r e  d i s t i n c t  f i x e d  p o i n t s  o f  1 ^ ,  t h e  
r e s t r i c t i o n  ♦ o f  ♦ { ( t ^ , x ^ , t 2 / X 2 ) : ^ i ' ^ 2   ̂ i s  a
h om eo m o rp h ism  o f  R^ o n t o  ^  p a r t i c u l a r , i f  'A _is a  l i n e a r
2s u b s p a c e  o f  C ( I , R ) , t h e n  * i a  a  l i n e a r  h o m e o m o rp h ism  o f  R 
o n t o
B e f o r e  p r o v i n g  T h e o re m  2 . 3  we r e m a r k  t h a t  c o n s i d e r a t i o n
o f  t h e  f a m i l y  3  =  {F(a , 3 ) s O/B «R (R,R)  , w h e r e  [ F ( a , 3 ) ] ( 0 )
= 3 a n d ,  f o r  x  /  0 , [ F ( a ,  3 )]  (x) » a « x ^ ° s i n  ( x  + B,  l e a d s
2
t o  t h e  c o n c l u s i o n  t h a t  n o t  a l l  h o m eo m o rp h s  o f  R c o n t a i n e d  
i n  C( R, R)  a r e  l o c a l l y  d i s c o n j u g a t e  f a m i l i e s .
To p r o v e  t h e  t h e o r e m ,  s u p p o s e  t h a t  [ a ^ , b ^ l  i s  a  s u b i n ­
t e r v a l  o f  I  n o t  w h o l l y  c o n t a i n e d  i n  a n d  c h o o s e  a  s u b i n ­
t e r v a l  [a ' ,  b  ' ] o f  I  c o n t a i n i n g  [a.Q/t>Q] w h o se  i n t e r s e c t i o n  
w i t h  i s  a n  i n t e r v a l .  C o v e r  [ a ' , b ' ] b y  o p e n  i n t e r v a l s  o f  
d i s c o n j u g a c y  o f  '3‘, c h o o s i n g  a s  t h e  p a r t i c u l a r  i n t e r v a l  o f  
d i s c o n j u g a c y  f o r  e a c h  p o i n t  i n  I ^ n [ a ' , b ' ] .  T h i s  c o v e r  h a s  
a  minimum f i n i t e  s u b c o v e r  c o n t a i n i n g  w h o se  e l e m e n t s  c a n  
b e  s t r i c t l y  o r d e r e d  b y  t h e i r  l e f t - h a n d  e n d p o i n t s .  S u p p o s e
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t h e  c o v e r  c o n t a i n s  a n  i n t e r v a l  w h ic h  e x t e n d s  t o  t h e  l e f t  o f
T h e n  t h e  r i g h t m o s t  o f  t h e s e  i n t e r v a l s ,  c o n t a i n s  a
p a i r  o f  p o i n t s ,  t ^  a n d  t 2 , o f  By T h e o re m  2 . 2 ,  a  n e t
( p ( * ) )  i n  S ( I ^ )  c o n v e r g e n t  t o  p  i n  S ( I ^ )  d e f i n e s  a  c o n v e r ­
g e n t  n e t  ( q ( * ) ) ,
=  ( t ; ^ ,  [ ♦ ( ? ' “ ’ ) [ * ( p<“ > ) ]  ( t j ) ) ,
i n  S ( J ^ )  w i t h  l i m i t  q  = ( t ^ , [ $ ( p ) ]  ( t ^ ) , t 2 , [$ (p ) l  
S i n c e  i s  d i s c o n j u g a t e  on  T h e o re m  2 . 2  i m p l i e s  t h a t  f o r
a n y  c o m p a c t  s u b s e t  K o f  t h e  n e t  o f  r e s t r i c t i o n s  o f
( $ ( p ^ ° ^ ) )  t o  K c o n v e r g e s  u n i f o r m l y  t o  t h e  l i k e  r e s t r i c t i o n  
o f  $ ( p ) , w h e n c e  t h e  sam e h o l d s  f o r  c o m p a c t  s u b s e t s  K o f  
J ^ uI q . S i n c e  t h e  c o v e r  i s  f i n i t e ,  a p p l y i n g  t h e  a b o v e  m e th o d  
t o  e l e m e n t s  o f  t h e  c o v e r  a d j a c e n t  t o  t h e  r i g h t m o s t  a n d  l e f t ­
m o s t  i n t e r v a l s  o f  t h e  c o v e r  f o r  w h ic h  t h i s  r e s u l t  h a s  b e e n  
d e m o n s t r a t e d  y i e l d s  t h e  u n i f o r m  c o n v e r g e n c e  o f  t o
$(p) on  c o m p a c t  s u b s e t s  c o n t a i n e d  i n  t h e  u n i o n  o f  t h e  e l e ­
m e n ts  o f  t h e  c o v e r ,  h e n c e  on  [ a ^ , b ^ ] . T h e r e f o r e ,  $ i s  
c o n t i n u o u s .
T h e n ,  f o r  t ^ , t 2  d i s t i n c t  i n  I ^ ,  t h e  o n e - t o - o n e  map * 
s u c h  t h a t  * ( x ^ , X 2 ) = * ( t ^ , x ^ , t 2 »X2 ) i s  c o n t i n u o u s  a n d ,
s i n c e  (j»(F(tj^) , P ( t 2 ) ) = F f o r  F i n < | )  i s  o n t o  T h e  c o n ­
t i n u i t y  o f  * i m p l i e s  t h a t 'é* i s  a  c l o s e d ,  h e n c e  c o m p l e t e ,  
s u b s e t  o f  C ( I , R ) . F o r ,  i f  t h e  s e q u e n c e  (F ^) i n  ^  h a s  l i m i t
f  i n  C ( I , R ) , t h e n ,  f o r  a n y  c h o i c e  o f  t ^ , t 2  i n  a n  i n t e r v a l  
o f  d i s c o n j u g a c y  o f  3 ,   ̂ i m p l i e s  t h a t
f  = <}»(f ( t ^ )  , f  ( t 2 ) ) . M o r e o v e r ,  (F^)->F i n  ^  i m p l i e s  t h a t
i n  R^ w h ic h  i s  e q u i v a l e n t  
t o  ( $ " ^ ( F ^ ) )  — > <r^(F) . H e n c e  t h e  c o n t i n u i t y  o f  *
I f  3" i s  a  l i n e a r  s u b s p a c e ,  t h e n  X» b e l o n g s  t o
^  f o r  r e a l  X, w h e n c e  X ' Of x ^ / Xg )  i s  t h e  u n i q u e  m em ber o f  
p a s s i n g  t h r o u g h  ( t ^ y X ' x ^ )  a n d  ( t g . X ' X g ) .  T h u s ,  X« * ( x ^ , X 2 ) 
e q u a l s  # X - x ^ , X . X g ) .  S i m i l a r l y ,  * ( x ^ , X 2 ) + * ( x ^ , x ^ )  =
* (X j^ + x | ,X 2 + x p  .
COROLLARY. I f  d  i s  a  s u b s e t  o f  t h e  l o c a l l y  d i s c o n j u ­
g a t e  f a m i l y  ^ , t h e n  0, i s .  c o m p a c t  i f  a n d  o n l y  i f  f o r  some 
p a i r  o f  p o i n t s  t ^ , t 2  b e l o n g i n g  t o  a  common o p e n  i n t e r v a l  o f  
d i s c o n j u g a c y  o f  t h e  s e t s  0 . [ t^ ]  = { F ( t ^ )  s F c d } ,  i  = 1 , 2 ,  a r e  
c o m p a c t .
T h e  c o r o l l a r y  f o l l o w s  f r o m  t h e  f a c t  t h a t  p r o j e c t i o n s  
a r e  c o n t i n u o u s  a f t e r  n o t i n g  t h a t  Q .[ t^ ]  •■= p ^ ° *  ^[O l], i  = 1 , 2 ,  
w h e re  <t> i s  d e f i n e d  a s  i n  T h e o re m  2 . 3  b y  a n y  p a i r  t ^ , t 2  c o n -  
t a i n e d  i n  some i n t e r v a l  o f  d i s c o n j u g a c y  o f  a n d  p ^ :R  -*-R 
i s  t h e  i ^ ^  c o o r d i n a t e  p r o j e c t i o n  m ap .
We now c h a r a c t e r i z e  t h o s e  C ( I , R ) - v a l u e d  m ap s  w h o se
im a g e s  a r e  l o c a l l y  d i s c o n j u g a t e  f a m i l i e s .  We s a y  t h a t  t h e
p a i r  o f  p o i n t s  t ^ y t 2  o f  I  d e t e r m i n e s  t h e  h o m e o m o rp h ic  im -  
2
b e d d i n g  o f  R i n t o  C ( I , R )  i f  a n d  o n l y  i f  t h e  m ap 6 d e f i n e d  
b y
B ( y i , y 2 )  = (['I'(y3^/y2) , [ ’l'(yj_,y2) K t j ) )  /
2
an d  d e n o t e d  b y  6 =  (e .  , e .  ) o * ,  i s  a  h o m e o m o rp h ism  o f  R .
2 1 2 
T he  map ipsR •> C (I ,R )  i s  p a i r w i s e  d e t e r m i n e d  i f  a n d  o n l y  i f
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e v e r y  p a i r  o f  p o i n t s  i n  I  d e t e r m i n e s  ip; t h e  map ^ i s  l o c a l l y  
p a i r w i s e  d e t e r m i n e d  i f  a n d  o n l y  i f  e v e r y  p o i n t  o f  I  b e l o n g s  
t o  some o p e n  i n t e r v a l  e a c h  o f  w h o se  p a i r s  o f  p o i n t s  d e t e r m i n e s
* .
2
I f  * :R  + C ( I ,R )  i s  a  h o m e o m o rp h ism  w h o se  r a n g e  i s  a
l o c a l l y  d i s c o n j u g a t e  f a m i l y ,  a n d  i f  * i s  t h e  h o m e o m o rp h ism
2o f  T h e o re m  2 . 3  o b t a i n e d  f r o m  ) a n d  f ro m  t h e  p o i n t s  tj^  
a n d  t g  b e l o n g i n g  t o  a  common i n t e r v a l  o f  d i s c o n j u g a c y  o f
*(R ) , t h e n  t h e  map 6 = (e  , e  ) ° e q u a l s  * o* a n d  i s  a
2 1 2 2
h o m eo m o rp h ism  o f  R . A l s o ,  i f  i|;sR + C ( I , R )  i s  a  l o c a l l y
p a i r w i s e  d e t e r m i n e d  h o m e o m o rp h ism , t h e n ,  f o r  t ^  i n  I ,  a n y
o p e n  i n t e r v a l  a b o u t  t ^  e a c h  o f  w h o se  p a i r s  o f  p o i n t s
d e t e r m i n e  i|) i s  a n  i n t e r v a l  o f  d i s c o n j u g a c y  f o r  * ( R  ) .  F o r ,
w i t h  a n d  t g  i n  I ^ ,  * ° ( ( e ^  , e ^  a t  ( x ^ , X 2 ) i s  t h e
2 1 2
u n i q u e  mem ber o f  ’{'(R ) w h o se  g r a p h  c o n t a i n s  a n d
( t 2 ,X 2 ) . T h e s e  c o n s i d e r a t i o n s  y i e l d  t h e  f o l l o w i n g  t h e o r e m .  
THEOREM 2 . 4 o  T h e  r a n g e  o f  a  h o m e o m o rp h ic  im b e d d in g  o f
2
R i n t o  C ( I , R )  i s  d i s c o n j u g a t e  o n  I ,  \ l o c a l l y  d i s c o n j u g a t e 1,
i f  a n d  o n l y  i f  t h e  h o m e o m o rp h ism  i s  p a i r w i s e  d e t e r m i n e d ,
r l o c a l l y  p a i r w i s e  d e t e r m i n e d  1.
T h e r e f o r e ,  a  s u b f a m i l y  o f  C ( I , R )  i s  d i s c o n j u g a t e  o n  I ,
[ l o c a l l y  d i s c o n j u g a t e  ], i f  a n d  o n l y  i f  i t  i s  t h e  r a n g e  o f  a
p a i r w i s e  d e t e r m i n e d ,  [ l o c a l l y  p a i r w i s e  d e t e r m i n e d ] ,  h o m e o -
2
m o r p h i c  im b e d d in g  o f  R i n  C ( I , R ) .
I n  t h e  s e q u e l  ^  i s  a  l o c a l l y  d i s c o n j u g a t e  f a m i l y  i n  
C ( I , R )  a n d  F = x ^ , t 2 , X2 ) i n d i c a t e s  t h a t  F i s  t h e  u n i q u e
m em ber o f  '3" w h ic h  s a t i s f i e s  c o n d i t i o n s  ( 2 . 1 ) .  U se  o f  t h i s
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n o t a t i o n  p r e s u p p o s e s  t h a t  t^^ < t 2  an d  t h a t  i s  c o n ­
t a i n e d  i n  a n  i n t e r v a l  o f  d i s c o n j u g a c y  o f  T h u s  a s  a
f u n c t i o n ,  i s  u s e d  t o  r e p r e s e n t  a n y  o f  t h e  c o n t i n u o u s
f u n c t i o n s  $ o f  T h e o re m  2 . 3 .  S i n c e  t h e  t o p o l o g y  o f  u n i f o r m  
c o n v e r g e n c e  on  c o m p a c ta  f o r  C ( I , R )  i s  j o i n t l y  c o n t i n u o u s  
[ 9 ; p .  2 2 4  and  Thm. 7 . 1 1 ] ,  t h e  f u n c t i o n  9  d e f i n e d  b y
^ ( t ^ . x ^ . t g / X g r t )  = [■ j( t j^ ,X j^ ,t2 ,X 2)]  ( t )
i s  a  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n  o f  f i v e  v a r i a b l e s  on  d o m a in s  o f  
t h e  fo rm  S ( I  ) x i ,  b e i n g  a n  i n t e r v a l  o f  d i s c o n j u g a c y  o f  
1
F o r  a  p a i r  o f  p o i n t s  t ^ , t 2  i n  I  w i t h  tj^ < t 2  we s a y  
t h a t  t ^  i s  ^ - r e l a t e d  t o  t 2 , d e n o t e d  b y  t ^  t 2 , i f  and 
o n l y  i f  f o r  some ( x ^ , X 2 ) i n  e i t h e r  tw o  m em bers  o f
s a t i s f y  c o n d i t i o n s  ( 2 . 1 )  o r  n o  m ember o f  ^ s a t i s f i e s  t h e s e
c o n d i t i o n s .  I f  i s  a l s o  a  l i n e a r  s u b s p a c e  o f  C ( I , R )  t h e n  
t h e  a l t e r n a t i v e  c o n d i t i o n s  u s e d  i n  d e f i n i n g  ^ - r e l a t e d  p a i r s  
a r e  e q u i v a l e n t ,  [ s e e  S e c t i o n  4] s o  t h a t  i f  J- i s  t h e  s p a c e  
o f  s o l u t i o n s  o f  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  ( 1 . 1 ) ,  t h e n  t ^  
i s  i , - r e l a t e d  t o  t 2  i f  an d  o n l y  i f  t^^ a n d  t 2  a r e  c o n j u g a t e  
w i t h  r e s p e c t  t o  t h i s  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n .  E v e n  i n  t h e  
g e n e r a l  c a s e ,  t h e  s e c o n d  c o n d i t i o n  i n  t h e  d e f i n i t i o n  o f  
j - r e l a t e d n e s s  c a n  b e  e x p r e s s e d  in .  t e r m s  o f  t h e  f i r s t  c o n ­
d i t i o n ,  a s  i s  show n i n  t h e  t h e o r e m  b e l o w ,
THEOREM 2 . 5 .  I_f no  m ember o f  a  l o c a l l y  d i s c o n j u g a t e  
f a m i l y  ^  j o i n s  ( t^ ,X j^ )  a n d  ( t 2 ,X 2 ) , t h e n  e i t h e r  tw o  m em bers  
o f  ^  j o i n  ( t j ^ , x ^ )  a n d  som e ( t g , ^ ^ )  i n  ( t ^ y t 2 ]%R, 2L  ^ 2
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i s  t h e  in f i i t iu m  o f  t h e  s e t  o f  p o i n t s  t ^  f o r  w h ic h  t h e r e  i s  
a n  a s s o c i a t e d  s u c h  t h a t  tw o  m em bers  o f  j o i n  an d
( t ^ , x ^ ) .
F o r  a  c h o i c e  o f  t |  i n  s u c h  t h a t  CÉ" i s  d i s c o n j u ­
g a t e  o n  [ t ^ ^ , t ^ ] d e f i n e  t o  b e  ^ ( t ^ , X j ^ , t | , r )  f o r  r e a l  r .
L e t  0 ^ =  { F ^ s r c R}  an d  d e f i n e  a:R-»G|^^ ^   ̂ b y  a ( r )  =
T he  c o n t i n u i t y  o f  ^  i m p l i e s  t h a t  t h e  s e t  o f  v a l u e s  a t t a i n e d  
a t  t g  b y  m em bers  o f  ^  p a s s i n g  t h r o u g h  ( t ^ f X ^ ) , n a m e ly  
{ F ^ i t g )  : r e R  } = C S ^ t ^ . x ^ . t ' f r r t g )  s r e R }, i s  a n  i n t e r v a l  i n  R . 
S u p p o s e ,  f o r  d e f i n i t e n e s s ,  t h a t  F ^ f t g )  < Xg f o r  a l l  r e a l  r .
I t  i s  c l e a r  t h a t  tw o  m em bers  o f  G. i n t e r s e c t  i n  i f
a n d  o n l y  i f  a i s  n o t  s t r i c t l y  i n c r e a s i n g .  S u p p o s e  t h a t  a 
i s  s t r i c t l y  i n c r e a s i n g .  T h e n f l l t g ]  i s  a n  o p e n  i n t e r v a l  
w i t h  a  suprem um  A ^ X2 « I f  no  m em bers  o f  Cl i n t e r s e c t  i n  
some c l o s e d  n e i g h b o r h o o d  [ t ' , t " ]  o f  t g  o n  w h ic h  i s  d i s ­
c o n j u g a t e ,  t h e n  b o t h  s e q u e n c e s  ( F ^ ( t ' ) )  a n d  ( F ^ ( t " ) )  a r e  
s t r i c t l y  i n c r e a s i n g  a n d ,  b y  t h e  r e m a r k s  f o l l o w i n g  T h e o re m  
2 . 1 ,  t h e  f a c t  t h a t  ( F ^ ^ t g ) )  i s  b o u n d e d  a b o v e  i m p l i e s  t h a t  
o n e  o f  t h e  s e t s  C X t '] , C3L[t"] h a s  a  f i n i t e  l e a s t  u p p e r  b o u n d  
B . T h en  t h e  s e q u e n c e  ( F ^ ) , e a c h  t e r m  o f  w h ic h  s a t i s f i e s  
F ^ ( t j^ )  = x ^ ,  h a s  o n e  o f  t h e  f u n c t i o n s  3 ( t ' , B , t 2 , A ) ,  
t ^ ( t 2 ,A , t "  ,B) a s  l i m i t  a n d ,  b y  T h e o re m  2 . 3 ,  t h i s  l i m i t  f u n c ­
t i o n  i s  a  m em ber o f  w h ic h  p a s s e s  t h r o u g h  ( t^ y X ^ )  a n d  ( tg .A )  , 
c o n t r a d i c t i n g  t h e  o p e n n e s s  o f  G [ t 2  ] .  T h u s ,  f o r  a l l  e > 0 ,  
( t 2 , t 2 +e)>‘R c o n t a i n s  a  p o i n t  a t  w h ic h  a  p a i r  o f  e l e m e n t s  o f  
Ol i n t e r s e c t .
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T h e  p r o o f  j u s t  g i v e n  m ak es  i t  c l e a r  t h a t  T h e o re m  2 . 5  
h a s  t h e  f o l l o w i n g  d u a l  s t a t e m e n t  : i f  n o  m em ber o f  ^  j o i n s
( t i , X i )  a n d  ( t g f X g ) , t h e n  t ^  i s  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  t h e  
suprem um  o f  t h e  v a l u e s  t |  f o r  w h ic h  t h e r e  i s  a n  a s s o c i a t e d  
s u c h  t h a t  tw o  m em bers  o f  ^  j o i n  ( t ^ , x ^ )  a n d  ( t g . X g ) . 
THEOREM 2 . 6 .  J; l o c a l l y  d i s c o n j u g a t e  f a m i l y
a n d  t ^  _is ^ - r e l a t e d  t o  t ^ , t h e n  f o r  e v e r y  t ^  l e s s  t h a n  t^^,
[ t ^  g r e a t e r  t h a n  t g l ,  t h e r e  i s  a  t ^  l e s s  t h a n  t g ,  [ t  
g r e a t e r  t h a n  t ^ 1 , s u c h  t h a t  t £  ^  3"- r e l a t e d  ^  t ^  •
We c o n s i d e r  t h e  c a s e :  t ^  < t ^ .  T h e  a l t e r n a t i v e  f o l l o w s
i n  a  s i m i l a r  m a n n e r .  N o te  t h a t  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  p r o v e  
t h e  r e s u l t  f o r  t ^  s u c h  t h a t  i s  d i s c o n j u g a t e  o n  J  = [ t £ , t j ^ ] .  
F o r  i f  r" i s  n o t  d i s c o n j u g a t e  o n  J ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  f i n d  
a  m im im a l  f i n i t e  o p e n  c o v e r  o f  J  c o n s i s t i n g  o f  i n t e r v a l s  o f  
d i s c o n j u g a c y  o f  ^  a n d ,  a f t e r  c h o o s i n g  a  p o i n t  f r o m  e a c h  o f  
t h e  i n t e r s e c t i o n s  o f  p a i r s  o f  a d j a c e n t  i n t e r v a l s  o f  t h e  
c o v e r ,  a  f i n i t e  n u m b er  o f  a p p l i c a t i o n s  o f  t h e  r e s u l t  f o r  
i n t e r v a l s  o f  d i s c o n j u g a c y  y i e l d s  t h e  r e s u l t  o f  t h e  t h e o r e m .
S u p p o s e  t h a t  3- i s  d i s c o n j u g a t e  on  [ t ^ , t ^ l .  S i n c e  
^1  ~ ^2 t h e r e  a r e  r e a l  n u m b e rs  an d  Xg s u c h  t h a t  e i t h e r  
tw o  m em bers  o f  ti- j o i n  ( t ^ , x ^ )  a n d  ( t 2 /X 2 ) o r  n o  m em ber o f  
j o i n s  t h e s e  p o i n t s .  F i r s t ,  i f  F a n d  G a r e  d i s t i n c t  mem­
b e r s  o f  3" c o n n e c t i n g  a n d  ( t 2 ,X 2 ) , we may a s s u m e
w i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y  t h a t  F > G on  ( t ^ ^ , t 2 ) a n d  t h a t  
F a n d  G d o  n o t  i n t e r s e c t  i n  ( t j y t ^ )  . M o r e o v e r ,  i f  
F ( t ^ )  = G ( t ^ )  t h e  d e s i r e d  r e s u l t  i s  i m m e d i a t e ,  s o  we a s s u m e
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t h a t  F ( t ^ )  < G ( t ^ ) .  F o r  a  f i x e d  i n  t h e  i n t e r v a l  ( F ( t ^ ) ,  
G ( t ^ ) ) , i n d e x  t h e  m em bers o f  t h e  s e t  <X o f  ^ - l i n e s  p a s s i n g  
t h r o u g h  ( t j ^ , x p  b y  t h e i r  v a l u e s  a t  t^^» T h a t  i s ,  Ü. =
{ F ^ s r e R }  w h e r e  F ^  = 3 k t j , x ^ , t ^ , r )  . We show  t h a t  some mem­
b e r s  o f  01 i n t e r s e c t  i n  ( t ^ y t g )  , w h i c h  i s  e q u i v a l e n t  t o  t h e  
s t a t e m e n t  t h a t  t h e  map “ w h ic h  t a k e s  r  i n  R t o  ^  ^
i s  n o t  s t r i c t l y  i n c r e a s i n g ,  b y  d e r i v i n g  a  c o n t r a d i c t i o n  
f ro m  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  <* i s  s t r i c t l y  i n c r e a s i n g .
S u p p o s e  t h a t  a i s  s t r i c t l y  i n c r e a s i n g .  I n  v i e w  o f  
T h e o re m  2 . 5 ,  t h i s  i m p l i e s  t h a t  e v e r y  p o i n t  i n  ( t j / t g i x R  
i s  i n  t h e  g r a p h  o f  some m em ber o f  0 . .  A l s o ,  a  c o n t i n u o u s  
f u n c t i o n  f  i s  b o u n d e d  a b o v e  a n d  b e l o w  b y  m em bers  o f  01 o n  
c o m p a c t  s u b i n t e r v a l s ,  K, o f  ( t j y t g ) • F o r ,  g i v e n  f  a n d  K,
f o r  a n y  t  i n  K, t h e  member F o f  0. w h o se  v a l u e  a t  t  i s  2 * f ( t )
t
s t r i c t l y  d o m i n a t e s  f  on  a  n e i g h b o r h o o d  o f  t ,  s o  t h a t ,  f o r
a n y  f i n i t e  c o v e r ,  {N s i e n } ,  o f  K t a k e n  f ro m  {N. s t f K}  a n d
i
w i t h  r  = m ax { r  : ie &  }, F s t r i c t l y  d o m i n a t e s  f  on  K . T h e r e
i
a r e  tw o  c a s e s  t o  c o n s i d e r .  I f  a (x ^ )  m e e t s  F o r  G i n
t h e n  some m em ber o f  0. m e e t s  F o r  G a t  a  p o i n t  i n  ( t ^ y t g )
b u t  d o e s  n o t  c r o s s  i t  a t  t h i s  p o i n t ,  a  c o n t r a d i c t i o n  t o  t h e  
r e s u l t  o f  T h e o re m  2 . 1 .  F o r  i f  «(x^^) c r o s s e s  F i n  w i t h
t g  t h e  l e a s t  a b s c i s s a  o f  t h e  p o i n t s  o f  i n t e r s e c t i o n  o f  F a n d  
a ( x ^ )  i n  ( t ^ f t g ) ,  t h e n ,  s i n c e  som e m em ber o f  Q. s t r i c t l y  d o m i­
n a t e s  F o n  ^ i / t g j a n d  b y  t h e  r e s u l t  o f  T h e o re m  2 . 3 ,  t h e r e  i s  a
n o n e m p ty  o p e n  i n t e r v a l  i n  R w i t h  in f im u m  s > x ^  c o n s i s t i n g  o f  a l l
r e a l s  r  f o r  w h ic h  o ( r ) > F  on  [ t ^ , t ^ ] ,  w h e n c e  a ( s )  d o m i n a t e s  F on
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[ t i j t ^ ]  b u t  m e e t s  F som ew here  i n  [ t ^ ^ j t ^ l .  I f  o ( x ^ )  m e e t s  
n e i t h e r  F n o r  G i n  ( t ^ ^ , t 2 ) , l e t  b e  t h e  u n i q u e  member o f
Cl w h ic h  p a s s e s  t h r o u g h  ( t , F ( t ) )  f o r  t  i n  I f  a n y
m e e t s  F i n  ( t . t g ) ,  s a y  a t  some l e a s t  a b s c i s s a  t ^ ,  t h e n ,  
b y  an  a r g u m e n t  s i m i l a r  t o  t h e  o n e  g i v e n  a b o v e ,  t h e r e  i s  a  
member o f  CX which d o m i n a t e s  F on [ t , t 2 l b u t  w h ic h  e q u a l s  F 
som ew here  i n  [ t , t 2 l ,  a  c o n t r a d i c t i o n .  O t h e r w i s e ,  f o r  e v e r y  
t  i n  [ t ^ / t g ) ,  < F on  ( t , t 2 ) , s o  t h a t  H ^ f t g )  =
FX tg) f o r  a l l  t  i n  [ t ^ , t g )  , b y  v i r t u e  o f  w h ic h  i s  n o t  
d i s c o n j u g a t e  on  a n y  n e ig h b o r h o o d  o f  t g , a l s o  a  c o n t r a d i c t i o n .
W i th  s t i l l  t a k e n  t o  b e  d i s c o n j u g a t e  on  [ t j ^ , t j ^ l ,  
s u p p o s e  t h a t  n o  member o f  c o n n e c t s  ( t ^ , Xj ^)  a n d  ( t g f X g )  , 
a n d ,  f o r  d e f i n i t e n e s s ,  t h a t  F ^ f t g )  Xg f o r  a l l  r e a l  r ,  
w h e re  F ^  = ' ^ ( t ^ , - r , t ^ , x ^ )  . S i n c e  i s  d i s c o n j u g a t e  o n  an  
o p e n  i n t e r v a l  c o n t a i n i n g  t ^  a n d  s i n c e  { F ^ : r e R }  i s  t h e  s e t
o f  a l l  ' ^ - l i n e s  t h r o u g h  (t^^,Xj^) , t h e r e  i s  a n  e > o s u c h  t h a t ,
f o r  a l l  t  i n  ( t ^ , t j ^ + E )  , t h e  s e q u e n c e  ( F ^ ( t ) ) - >  + “ . T h e n  a n y  
member o f  (j- t h a t  p a s s e s  t h r o u g h  ( t g / X g )  m e e t s  F ^  a t  l e a s t  
t w i c e  i n  ( t j y t g )  f o r  a l l  s u f f i c i e n t l y  l a r g e  n .  I n  v i e w  o f  
t h e  r e s u l t s  o f  t h e  p r e c e d i n g  p a r a g r a p h s ,  t h i s  y i e l d s  t h e  
c o n c l u s i o n  o f  t h e  t h e o r e m .
I f  a n  e n d p o i n t  t ^  o f  t h e  i n t e r v a l  i s  ' i ’- r e l a t e d  t o  
some t *  i n  I ^ ,  t h e n ,  b y  T h eo rem  2 . 6 ,  f o r  a  c h o i c e  o f  t "  b e ­
tw e e n  t *  a n d  t h e  o t h e r  e n d p o i n t  o f  I ^ ,  t "  i s  ^ - r e l a t e d  t o  
some t ^  b e t w e e n  t "  a n d  t ^ ,  w h e n ce  i s  n o t  d i s c o n j u g a t e  on  
I ^ .  T h u s  we h a v e  t h e  f o l l o w i n g  c o r o l l a r y .
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COROLLARY. ^  e n d p o i n t  o f  a n  o p e n  i n t e r v a l  o f  d i s c o n -  
i u a a c v  o f  a  l o c a l l y  d i s c o n j u g a t e  f a m i l y  i s  n o t  ^ - r e l a t e d  t o  
a n y  p o i n t  i n  t h e  i n t e r v a l .
We s a y  t h a t  a  l o c a l l y  d i s c o n j u g a t e  f a m i l y  i n  C ( I , R )  i s  
m e r e l y  l o c a l l y  d i s c o n j u g a t e  i f  t h e  f a m i l y  i s  n o t  d i s c o n j u ­
g a t e  o n  I .  C l e a r l y ,  t h i s  c o n d i t i o n  h o l d s  i f  a n d  o n l y  i f  I  
c o n t a i n s  a n  ( ^ r e l a t e d  p a i r .  I f  t ^  t g  i n  I  a n d  i f  = 
c I  i s  a n  i n t e r v a l  o f  d i s c o n j u g a c y  o f  ' ^ c o n t a i n i n g  
t ^ ,  t h e n  e i t h e r  t^^ < t |  o r  t g  < t g  o r  ( t ^ y t g )  *= ( t ^ . t ^ )  .
By T h e o re m  2 . 6 ,  i n  t h e  f i r s t  c a s e ,  t^^ i s  ( ^ - r e l a t e d  t o  som e 
t '2 i n  [ t g / t g ) ;  i n  t h e  s e c o n d  c a s e ,  t g  i s  “̂ - r e l a t e d  t o  some 
t ^  i n  ( t j y t ^ ]  . T h e r e f o r e ,  i f  i s  m e r e l y  l o c a l l y  d i s c o n j u ­
g a t e ,  e v e r y  p o i n t  i n  I  b e l o n g s  t o  som e o p e n  i n t e r v a l  o f  
d i s c o n j u g a c y  o f  ^  w h ic h  i s  c o n t a i n e d  i n  a  c l o s e d  s u b i n t e r ­
v a l  o f  I  w h o s e  e n d p o i n t s  a r e  ' ^ - r e l a t e d .
S u p p o s e  now t h a t  ^  i s  m e r e l y  l o c a l l y  d i s c o n j u g a t e .  By 
T h e o re m  2 . 6 ,  t h e  s e t s  Dp = ( t : 3 t ' > t & t ~ t ' }  a n d  = 
i t : 3 t ' < t % t ' ~ t }  o f  l e f t  and  r i g h t  m em b ers  o f  3 r ~ r e l a t e d  p a i r s  
i n  I  a r e  o f  t h e  fo r m  ( a , t p )  a n d  ( t % , b ) ,  r e s p e c t i v e l y ,  f o r
some t  i n  ( a , b ]  a n d  t ,  i n  [ a , b )  . I t  i s  a l s o  c l e a r  t h a t  
P *
t h e  f u n c t i o n s  X:D^—> I  a n d  P :D p - > I ,  c a l l e d  t h e  l e f t  a n d  
r i g h t  c o n j u g a t e  p o i n t  f u n c t i o n s  d e t e r m i n e d  b y  d e f i n e d  b y
(-2-.2) X ( t )  = s u p { t  ' < t : t ' ~ t >  a n d  p ( t )  = i n f  {t *> t  : t ~ t  * }
a r e  n o n d e c r e a s i n g  a n d  t h a t  f o r  t  i n  Dp, [ t  i n  D%],  t h e  
f a m i l y  '& i s  d i s c o n j u g a t e  o n  t h e  i n t e r v a l  ( t , p  ( t )  ) , [ ( X (t)  , t )  ]
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F u r t h e r ,  i f  t e D ^ O p"^(Dj^) , [tcD^ n X "^(D p )]  , t h e n  X ( p ( t ) ) s t ,  
[ p ( x ( t ) ) s t ] .  F o r ,  i f  X ( p ( t ) ) > t ,  t h e n ,  b y  t h e  d e f i n i t i o n  o f  
X, p ( t )  i s  3 - r e l a t e d  t o  a  p o i n t  i n  ( t , X ( P ( t ) ) ]  w h i c h ,  b y  
t h e  c o r o l l a r y  t o  T h e o re m  2 . 6 ,  c o n t r a d i c t s  t h e  d i s c o n j u g a c y  
o f  & o n  t h e  i n t e r v a l  ( t , p ( t ) ) . U s i n g  t h e s e  a l t e r n a t i v e  r e ­
s u l t s  t o g e t h e r ,  i f  teD^ n p ^(D^)  , [ t eD^nX ^(Dp) ]  , t h e n  
X ( p ( t ) )  6  Dp , p ( X o p ( t ) )  5 P (t)  , a n d  p o X ( p ( t ) )  a P ( t ) ,  w h e n ce
P ( x ( P ( t ) ) )  = p ( t ) ,  [ X ( p ( X( t ) ) )  = X ( t ) ] .  T h e n ,  w i t h  =  X(D^)
a nd  R =p( D ) , { t : p ° x ( t )  = t }  i s  p r e c i s e l y  D. nR a n d  
p p "  P
{ t : X o p ( t )  = t}  e q u a l s  nR^ ,  a n d  ( t : X o p ( t )  < t )  e q u a l s  
Dp n p"^(D;^) \R;^ a n d  { t : p o X ( t )  > t )  i s  D^  n f ^ ( D p  ) \R^ . S u p p o s e
t h a t  X ( p ( t ) )  < t  a n d  t h a t  t ' ^ ( X ( p ( t ) ) , t ) .  T h e n
p ( X ( p ( t ) ) )  s  p ( t ' )  3  p ( t ) ,  s o  t h a t  p ( t ' )  = p ( t )  . T h u s ,
D np“ ^ ( D , ) \ R  c o n s i s t s  o f  i n t e r v a l s  o f  c o n s t a n c y  o f  p w h o se  
P  ̂ X
l e f t - h a n d  e n d p o i n t s  a r e  i n  D^nR^^.  A d u a l  r e s u l t  h o l d s  f o r  
n r ^ ( D p )  \Rp . Now, i f  t  € Dp a n d  P ( t )  < t ^  , t h e n  t ^  i s  t o  
t h e  r i g h t  o f  a n  “̂ - r e l a t e d  p a i r ,  w h e n c e  t ^  ( D ^, a  c o n t r a ­
d i c t i o n .  T h e r e f o r e ,  R c [ t . , b )  a n d ,  s i n c e  p i s  n o n d e c r e a s i n g ,
P ^
{ t :  p ( t )  = t ^ } ,  w h ic h  i s  D p \ p “ ^ ( D ^ ) ,  i s  a n  i n i t i a l  i n t e r v a l
i n  I ;  t h a t  i s ,  i t  h a s  o n e  o f  t h e  f o r m s  ( a , t p ) ,  ( a , t j j ]  f o r
some t ^  i n  [ a , t p ] .  S i m i l a r l y ,  R ^ c ( a , t p ]  a n d  D ^ \x " ^ (D p  ) =
{ t : X(t) = t  } h a s  t h e  fo r m  ( t ' , b )  o r  [ t ' , b )  f o r  some t '  i n  
P A A A
S u p p o s e  now t h a t  f o r  n o  t  i n  I  i s  X ( p ( t ) )  < t .  T h e n
e i t h e r  t '  =  t  a n d  t h e  f u n c t i o n  P i s  t h e  c o n s t a n t  t .  f u n c -  P P X
t i o n ,  o r  t  ^ = a  an d  p i s  s t r i c t l y  i n c r e a s i n g ,  o r
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a  < t p  < t p  and  p i s  c o n s t a n t  o n  ( a , t p )  a n d  s t r i c t l y  i n c r e a s ­
i n g  o n  ( t  p , tp  ) . I f  i t  i s  f u r t h e r  a s s u m e d  t h a t  p ( A ( t ) )  i s  
n e v e r  g r e a t e r  t h a n  t , t h e  f u n c t i o n s  &: D^nR^— a n d  
r  :Dpn —>Dj^nR^, d e f i n e d  a s  r e s t r i c t i o n s  o f  X a n d  p , r e s p e c ­
t i v e l y ,  a r e  s u c h  t h a t  ro& a n d  l o r  a r e  i d e n t i t y  m a p s ,  s o  t h a t  
X a n d  p a r e  s t r i c t l y  i n c r e a s i n g  an d  c o n t i n u o u s  o n  ( t ^ , t ^  
a n d  ( t p , t p )  r e s p e c t i v e l y .  T h e n  p i s  c o n t i n u o u s  u n l e s s  
a =  l i m  P ( t )  > B u t ,  s i n c e  X ( p ( t ) )  = t  f o r  t
i n  ( t ^ , t p ) ,  t h i s  w o u ld  im p l y  t h a t  X(a) > t ^ ,  w h e n ce  a n y  t  '
i n  ( t p , X ( a ) )  h a s  p ( t ' )  < a, a  c o n t r a d i c t i o n .  A d u a l  a r g u ­
m e n t  sh o w s t h e  c o n t i n u i t y  o f  X. I n  t h i s  i n s t a n c e ,  l e t  p 
an d  X b e  t h e  c o n t i n u o u s  e x t e n s i o n s  o f  p a n d  x t o  [ a , t p ] a n d  
[ t ^ , b ] ,  r e s p e c t i v e l y ,  w i t h  r  a n d  i  t h e i r  r e s p e c t i v e  r e s t r i c ­
t i o n s  t o  [ t p , t p ]  a n d  , t j [  ] .
THEOREM 2 . 7 .  Ü  î â  a  m e r e l y  l o c a l l y  d i s c o n j u g a t e  
f a m i l y  i n  C ( I , R ) , t h e  c o n j u g a t e  p o i n t  f u n c t i o n s , p a n d  X, 
d e t e r m i n e d  b y  a r e  s u c h  t h a t  ( t , p ( t ) ) ,  [ ( x ( t ) , t ) ] ,  i s  t h e  
l a r g e s t  o p e n  i n t e r v a l  o f  d i s c o n j u g a c y  w i t h  t  ^  e n d p o i n t  
an d  e x t e n d i n g  t o  t h e  r i g h t . [ l e f t ] . %f f o r  n o  t  i n  I  i s
X( p ( t )  ) < t  o r  p( X ( t )  ) > t , P a n d  X a r e  c o n t i n u o u s  a n d  d e ­
f i n e  c o n t i n u o u s  e x t e n s i o n s  P ;  [ a , t p ] —> [ t  ^ , b] a n d  
X: [ t ^ , b ]  [ a , tp ]  i n  t h e  e x t e n d e d  r e a l s  s u c h  t h a t  p ( t )  = t ^
f o r  t  i n  [ a , t  p ], X( t )  = t p  f o r  t  i n  [ t ^ , b ] ,  a n d  t h e  r e ­
s t r i c t i o n s  o f  p and  X t o  [ t  ' , t  ] a n d  [ t  , t  ' ] ,  r e s p e c t i v e l y .
P P X X
a r e  i n v e r s e  h o m e o m o rp h is m s .
An o p e n  i n t e r v a l  o f  d i s c o n j u g a c y  o f  ^  i s  s a i d  t o  b e
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m a x im a l  i f  a n d  o n l y  i f  i t  i s  n o t  p r o p e r l y  c o n t a i n e d  i n  a n y  
o p e n  i n t e r v a l  o f  d i s c o n j u g a c y  o f  3". T he  e n d p o i n t s  o f  a  
b o u n d e d  m a x im a l  i n t e r v a l  o f  d i s c o n j u g a c y  a r e  c a l l e d  3’- c o n j u ­
g a t e  s  o r  a r e  s a i d  t o  c o n s t i t u t e  a n  “̂ - c o n j u g a t e  p a i r .  I t  
f o l l o w s  f ro m  t h e  f a c t  t h a t  t h e  b o u n d e d  i n t e r v a l  ( t ^ y t g )  o f  
d i s c o n j u g a c y  i s  m a x im a l  i f  a n d  o n l y  i f  ‘3 * i s  n o t  d i s c o n j u ­
g a t e  o n  e i t h e r  ( t ^ ' t g + e )  o r  ( t ^ - C / t g )  f o r  a l l  e > 0  t h a t ,  
when a < t ^ < t 2 <b, ( t ^ y t g )  i s  m a x im a l  i f  and  o n l y  i f  t ^  = P ( t ^ )  
and  t ^  = X f t g ) . I n  s u c h  a n  i n s t a n c e ,  we c a l l  t ^  t h e  l e f t -  
^ - c o n i u q a t e  o f  t g  a n d  t g  t h e  r i g h t - 3 - c o n j u g a t e  o f  t ^ .
COROLLARY. I_f f o r  no  t  i n  I  is_ X( p ( t )  ) < t  o r
p ( X ( t ) )  > t  a n d  i f  t p  t p ,  t h e n  t h e  r i g h t , [ l e f t ] ,  CA—c o n -  
j u g a t e  o f  t  i s .  d e f i n e d . i s  c o n t i n u o u s  a n d  s t r i c t l y  i n c r e a s ­
i n g , a n d  i s  g i v e n  b y  t h e  r i g h t . F l e f t  1 . c o n j u g a t e  p o i n t  
f u n c t i o n  f o r  t  i n  ( t / , t p )  , [ ( t^  , t ^ ) ]  . M o r e o v e r , t h e  r i g h t -
^ - c o n j u g a t e  a n d  l e f t - ^ - c o n j u g a t e  f u n c t i o n s  a r e  i n v e r s e  
h o m e o m o rp h is m s .
N o te  t h a t  tw o  p o i n t s  i n  ( a , b )  a r e  c o n s e c u t i v e  c o n j u g a t e  
p o i n t s  r e l a t i v e  t o  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  ( 1 . 1 ) d e f i n e d  o n  
( a , b )  i f  a n d  o n l y  i f  t h e y  a r e  . ^ - c o n j u g a t e s ,  w h e r e  X  i s  t h e  
f a m i l y  o f  s o l u t i o n s  t o  ( 1 . 1 )  o n  ( a , b )  . T h u s ,  o u r  n o t i o n  o f  
c o n j u g a t e  p o i n t s  i s  a  g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  n o t i o n  o f  c o n ­
s e c u t i v e  c o n j u g a t e  p o i n t s  o f  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  ( 1 . 1 ) .
T h e o re m  2 . 8 .  I f  ^  i s  m e r e l y  l o c a l l y  d i s c o n j u g a t e . t h e n  
e v e r y  p o i n t  i n  I  i s  i n t e r i o r  t o  some m a x im a l  o p e n  i n t e r v a l  
o f  d i s c o n j u g a c y .
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F o r  a  f i x e d  a n d  a  f i x e d ' ^ - r e l a t e d  p a i r  i n  I
s u c h  t h a t  t ^  € ( t ^ y t g )  , a n y  c h a i n  C =  { i n  t h e  s e t  T8
o f  o p e n  s u b i n t e r v a l s  o f  [ t ^ y t g ]  w h ic h  c o n t a i n  t ^  a n d  o n  
w h ic h  ^  i s  d i s c o n j u g a t e ,  w h e re  % i s  p a r t i a l l y  o r d e r e d  b y  
s e t  i n c l u s i o n ,  h a s  a s  a n  u p p e r  b o u n d .  By Z o r n ' s
lem m a, some m em ber o f  %  i s  n o t  p r o p e r l y  c o n t a i n e d  i n  a n y  
o t h e r .  I f  some m a x im a l  m em ber ( t j y t g )  o f  &  i s  s u c h  t h a t  
t ^  = t ^  a n d  t g  = t g  o r  t ^  < t ^  a n d  t ^  < t g ,  t h e n  i t  i s  a  
b o u n d e d  m a x im a l  i n t e r v a l  o f  d i s c o n j u g a c y  c o n t a i n i n g  t ^ .  
O t h e r w i s e ,  m a x im a l  m em b ers  o f  & h a v e  t h e  fo r m  ( t ^ y t g )  w i t h  
^ 2  ^ 2  w i t h  t ^  < t ^ .  I n  t h e  f o r m e r  c a s e ,
t ^  = P( t j ^)  a n d  o n e  o f  t h e  i n t e r v a l s  ( t ^ ^ , t p ,  ( a ^ t g ) ,  /
w h e r e  t ^  -  i n f  ( p " ^ ( { p ( t ^ ) } ) ) ,  i s  a  m a x im a l  i n t e r v a l  o f  
d i s c o n j u g a c y .  I n  t h e  l a t t e r  c a s e ,  e i t h e r  ( t t 2 ) , ( t j ^ , b )  , 
o r  ( t ^ f t g ) ,  w h e r e  t ^  = s u p ( X  ^ ^ { ^ ( t g ) } ) ) ,  i s  m a x im a l .
T h e  m em bers  o f  a r e  c a l l e d  l i n e s  a n d  a  f u n c t i o n  
f  s I -> R  w h ic h  a g r e e s  w i t h  som e member o f  o n  t h e  i n t e r v a l  
^ ^ l ' ^ 2 ^  i s  s a i d  t o  b e  { -̂ l i n e a r  on  . T h e  f u n c t i o n
f s I - > R  i s  t e r m e d  p i e c e w i s e -"^- l i n e a r  i f  a n d  o n l y  i f  t h e r e  
a r e  f i n i t e  s e t s  T = { t ^ : i € n ) c i  an d  X = { x ^ s ie în ï 'cR , f o r  
some n  & 2 , w i t h  t ^  < t ^ ^ ^  a n d  d i s c o n j u g a t e  o n  
f o r  i  = l , 2 , ° ° ' , n - l ,  s u c h  t h a t
' [̂ Kt ŷX̂ ,t2,X2) I (t) ,a<tst2* 
f(t) = [&(t ,̂x̂ ,t +̂̂ ,x̂ ^̂ )] (t),t^atst^+^,i=2,°'',n-2.
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d e n o t e d  b y  f  = '^ (T ,X ) . T h e  c o l l e c t i o n  o f  p i e c e w i s e - ' ^ - l i n e a r
f u n c t i o n s  i s  d e n o t e d  b y  .
The o p e r a tio n s  A and V , d e f in e d  in  C(I,R)  such th a t
f A g  an d  f V g  a r e  t h e  p o i n t w i s e  in f im u m  a n d  p o i n t w i s e  s u p r e -
mum, r e s p e c t i v e l y ,  o f  f  an d  g ,  a r e  c o n t i n u o u s  an d  g i v e  C ( I , R )
t h e  s t r u c t u r e  o f  a  d i s t r i b u t i v e  l a t t i c e .  T he  f o l l o w i n g  lemma
i s  a n  i m m e d ia t e  r e s u l t  o f  M. H. S t o n e ' s  T h e o re m  1 i n  [13] .
LEMMA 2 . 9 .  ^  d i s c o n j u q a t e  o n  I  a n d  i f  (P i e  a
sub l a t t i c e  o f  C(I ,R)  c o n ta in in g  th e n  P i s  dense in  C(I ,R)  .
T h a t  i s ,  g i v e n  f  i n  C ( I , R )  , f o r  e v e r y  e > 0 a n d  f o r
e v e r y  c o m p a c t  s u b i n t e r v a l  K o f  I , t h e r e  i s  a  m em ber P o f  IP
s u c h  t h a t  | P ( t ) - f ( t ) |  < e f o r  a l l  t  i n  K.
S u p p o s e  i s  a n  i n t e r v a l  o f  d i s c o n j u g a c y  o f  3". S i n c e
3 - l i n e a r  s e g m e n t s  o f  p a i r s  o f  m em bers  o f  ) i n t e r s e c t
a t  m o s t  o n c e ,  i f  F '  = ' ^ ( T ' , X ' ) ,  T ' c i ^ ,  a n d  F" = 3K T ",X ") ,
T " c i ^ ,  t h e n  F = p ' V  F "  h a s  t h e  fo rm  '3f(T,X) , w h e re  T i s  a
s t r i c t  o r d e r i n g  o f  t h e  u n i o n  o f  T ' ,  T " , t o g e t h e r  w i t h  t h e
a b s c i s s a e  o f  t h e  p o i n t s  o f  i n t e r s e c t i o n  o f  F ' an d  F " ,  a n d
w h e re  = max ( F ' ( t ^ )  , F "  ( t ^ ) } .  A s i m i l a r  r e s u l t  h o l d s  f o r
F ' A F " ,  w hence  9 ( 3 " )  i s  a  s u b l a t t i c e  o f  C J[I^ ,R ) c o n t a i n -
o
i n g  . T h i s  a n d  t h e  r e s u l t  o f  Lemma 2 . 9  p r o v e  t h e  n e x t  
o
t h e o r e m .
THEOREM 2 , 1 0 .  S u p p o s e  C ^cC d .R )  . I f  i s  d i s c o n j u q a t e  
o n  I ^ ,  t h e n  ) i s  d e n s e  i n  C ( I ^ , R )  .
T h i s  m ean s  t h a t  a n y  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n  c a n  b e  u n i f o r m l y  
a p p r o x i m a t e d  b y  p i e c e w i s e - ' ^ - l i n e a r  f u n c t i o n s  on  a n y  c o m p a c t  
i n t e r v a l  o f  d i s c o n j u g a c y  o f  N o te  t h a t  i f  i s  l o c a l l y
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d i s c o n j u g a t e  TP(^) n e e d  n o t  b e  a  s u b l a t t i c e ,  f o r  t h e  f a m i l y
y- = (F ( 0 , 6 ) : [F( o, 6 )] ( t )  = a * c o s ( t )  + B - s i n ( t )  , o , B , t e R }
c o n t a i n s  t h e  s i n e  a n d  c o n s t a n t  z e r o  f u n c t i o n s ,  w h en ce  
c o n t a i n s  th e m ,  b u t  ( s i n )  V ( 0 ) i s  n o t  i n  P(C&) .
T h e  t h e o r e m s  t o  f o l l o w  w i l l  b e  s e e n  t o  b e  o f  t h e  n a t u r e  
o f  T h e o re m  2 . 1 0 .  T h a t  i s ,  t h e y  p e r t a i n  t o  t h e  r e s t r i c t i o n s  
o f  t h e  m em bers  o f  l o c a l l y  d i s c o n j u g a t e  f a m i l i e s  t o  i n t e r v a l s  
o f  d i s c o n j u g a c y .  O r ,  s a i d  a n o t h e r  w ay , t h e  s u b s e q u e n t  
t h e o r e m s  c o n c e r n  f a m i l i e s  w h ic h  a r e  d i s c o n j u g a t e  o n  t h e i r  
common d o m a in  a n d  t h e r e b y  g i v e  l o c a l  r e s u l t s  f o r  l o c a l l y  
d i s c o n j u g a t e  f a m i l i e s .  M ax im a l  i n t e r v a l s  o f  d i s c o n j u g a c y  
a r e  t h e n  t h e  l a r g e s t  o p e n  i n t e r v a l s  t o  w h ic h  t h e s e  l o c a l  
r e s u l t s  a p p l y .
3 .  - C o n ca v e  and  4 -C o n v e x  F u n c t i o n s . S u p p o s e  $  i s  a  
l o c a l l y  d i s c o n j u g a t e  f a m i l y  i n  C ( I , R ) . F o r  a  f u n c t i o n  
f : I - » R  and  a  p a i r  o f  p o i n t s  t ^ y t g  w h ic h  b e l o n g  t o  a  common 
o p e n  i n t e r v a l  o f  d i s c o n j u g a c y  o f  l e t  ' ^ ( f ; t ^ , t 2 ) r e p r e ­
s e n t  3 ( t ^ y f ( t ^ ) , t 2 , f ( t 2 ) ) ;  t h a t  i s ,  t h a t  mem ber o f  ^  w h ic h  
a g r e e s  w i t h  f  a t  tg^ an d  t 2 . We s a y  t h a t  f s I - > R  i s  ‘̂ - c o n ­
c a v e  ( o r  s u p e r - »  i f  an d  o n l y  i f  f o r  e v e r y  p a i r  t ^ , t 2  
w h ic h  b e l o n g s  t o  a  common o p e n  i n t e r v a l  o f  d i s c o n j u g a c y  o f  
^  t h e  f o l l o w i n g  h o l d s :
^ | ( t j L , t 2 )  ^  I ( t ^ , t 2 )  *
T h e  f u n c t i o n  f  i s  s t r i c t l y  ^ - c o n c a v e  i f  t h e  a b o v e  i n e q u a l i t y
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i s  s t r i c t .  R e v e r s a l  o f  i n e q u a l i t y  ( 3 . 1 )  l e a d s  t o  d e f i n i t i o n s  
o f  jr- c o n v e x  ( s u b -T )̂ a n d  s t r i c t l y  j - c o n v e x  f u n c t i o n s . L e t  
a n d  d e n o t e  t h e  s e t s  o f  j r - c o n c a v e  a n d  j - c o n v e x  f u n c t i o n s ,  
r e s p e c t i v e l y .  N o te  t h a t  j  I n  t h i s  s e c t i o n  we w i l l
s t a t e  a n d  p r o v e  r e s u l t s  f o r  I t  s h o u l d  b e  k e p t  i n  m in d
t h a t  d u a l  t h e o r e m s  h o l d  f o r  .
T h e  f u n c t i o n  f  i s  c o n v e x  r e l a t i v e  t o  t h e  l o c a l l y  d i s c o n ­
j u g a t e  f a m i l y  i f  a n d  o n l y  i f ,  f o r  e v e r y  o p e n  i n t e r v a l  o f
d i s c o n j u g a c y ,  I  , o f  j", f  |^  i s  s u b -  ( j  ) i n  t h e  s e n s e  o f
o o
B e c k e n b a c h  [ 2 ] .  T h e o re m  3 . 1  r e s t a t e s  som e o f  B e c k e n b a c h ' s  
r e s u l t s  i n  o u r  s e t t i n g .
THEOREM 3 . 1 .  S u p p o s e  t h a t  3  _is_ ^  l o c a l l y  d i s c o n j u g a t e  
f a m i l y  i n  C ( I , R )  w h ic h  i s  d i s c o n j u g a t e  on  I ^  a n d  t h a t  f  i s  
j - c o n c a v e . T h e n , f o r  a l l  t ^ , t 2  i n  I ^ ,  f  s  j ( f ; t j ^ , t 2 ) 1^# 
w h e re  A = I ^ \  ( t ^ , t 2 ) . I f  t h e r e  i s  a  m em ber F o f  %  a n d  a  
p o i n t  t ^  i n  I ^  s u c h  t h a t  f  a F o n  I ^  a n d  f ( t ^ )  = F ( t ^ ) , t h e n  
f  = F on  I  . M o r e o v e r , f  i s  c o n t i n u o u s .
T h e  c o n t i n u i t y  o f  a n  j ’- c o n c a v e  f u n c t i o n  f  a t  a n y  t ^  i s  
p r o v e d  u s i n g  t h e  i n e q u a l i t i e s
a n d
%( t )  s  f ( t )  ^ f ^  _ h ( t ) ,  w hen tg^ 3 t  3 t g + h .
f o  - h ( t )  s  f ( t )  5 w hen t ^ - h  ^ t s  t ^ .
w h e r e  h  > 0  an d  i s  s u c h  t h a t  j -  i s  d i s c o n j u g a t e  on  [ t ^ - h , t ^ + h ]
a n d  f g  ^  =  ^ ( f ; t ^ , t ^ + h )  a n d  f ^  = j ( f ; t ^ - h , t ^ ) , a n d  t h e
f a c t  t h a t  f  , a n d  f  , a r e  c o n t i n u o u s ,  o , h o , - h
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A f u n c t i o n  f  s u p p o r t s  t h e  3 - l i n e  F a t  t ^  i f  an d  o n l y  i f  
f ( t ^ )  = F ( t ^ )  a n d  F 2 f  o n  som e m a x im a l  i n t e r v a l  o f  d i s c o n j u ­
g a c y  c o n t a i n i n g  t ^ .  G r e e n  [7] a t t r i b u t e s  t h e  f o l l o w i n g  r e ­
s u l t  t o  P e i x o t o  [ 1 1 ] .  S i n c e  t h i s  l a t t e r  r e f e r e n c e  i s  n o t  
a v a i l a b l e  t o  u s  we g i v e  a  p r o o f ,
THEOREM 3 . 2 .  T he  f u n c t i o n  f  _is 3 - c o n c a v e  i f  a n d  o n l y  
i f  f  s u p p o r t s  a n  3 - l i n e  a t  e a c h  t ^  _in I .
S u p p o s e  f  i s  3 - c o n c a v e  a n d  t ^  b e l o n g s  t o  t h e  m a x im a l  
i n t e r v a l  o f  d i s c o n j u g a c y  C h o o se  h  > 0 s u c h  t h a t
[ t ^ - h , t ^ + 1 ^  = 1 ^ ,  an d  d e f i n e  G ^ ; ( 0 , h ] - ^ R ,  i  = 1 , 2 ,  a s  f o l l o w s ;
( 3 . 2 )  G ^ ( h ' )  = f o , h ' ( ^ o + h )  a n d  G g f h ' )  = f ^  , ( t ^ + h )  .
Gg i s  n o n d e c r e a s i n g ,  Ĝ  ̂ i s  n o n i n c r e a s i n g ,  a n d  
A = s u p (G ^ )  ^ B = i n f ( G 2 ) . T h e n ,  f o r  a n y  c c [A, B] , f  s u p ­
p o r t s  3 ( t ^ , f ( t ^ ) , t ^ + h , c )  a t  t ^ .  I f  f  i s  n o t  ^ - c o n c a v e ,  
some m a x im a l  i n t e r v a l  c o n t a i n s  p o i n t s  t j ^ , t ' , t 2  w i t h  t ^  < t  '
< t 2  f o r  w h ic h  f ( t ' )  < [ 3 ( f  ; t ^ ,  t 2 ) ] ( t  ' ) . T h e n  a n y ' ^ - l i n e  
t h r o u g h  ( t ' , f ( t ' ) )  w h ic h  i s  n o t  b e l o w  f  a t  o n e  o f  t h e  p o i n t s  
^ l ' ^ 2  s t r i c t l y  b e lo w  f  a t  t h e  o t h e r .  T h a t  i s ,  f  s u p p o r t s  
no ' J - l i n e  a t  t  ' .
F o r  a  c o m p a c t  s u b i n t e r v a l  K = [T-j^»t2 ] a n  o p e n  i n t e r ­
v a l  o f  d i s c o n j u g a c y  o f  3 ,  " C o n c a v i t y  i s  d e f i n e d  b y
m ean s  o f  ( 3 , 1 )  w i t h  [ t ^ , t 2 l c K .
COROLLARY. S u p p o s e  f ; K - > R ,  T h e n  f  (*3l^^) - c o n c a v e  
i f  a n d  o n l y  i f  f  s u p p o r t s  a n  C^l , . ) - l i n e  a t  e a c h  t  i n
I V t ^2
a n d  ( l i m  i n f  f ) ( i \ )  ^ f ( x ^ ) ,  i  = 1 , 2 .
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S i n c e  t h e  ^ ^ ^ ^ c o n c a v l t y  o f  f  i m p l i e s  t h a t  f  i s  
( ^ L  v ) - c o n c a v e ,  we p r o v e  t h e  c o r o l l a r y  b y  sh o w in g
t h a t ,  u n d e r  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  f  i s  ( ' ^ | ,  , ) - c o n c a v e ,
f  i s  - c o n c a v e  i f  a n d  o n l y  i f  t h e  s t a t e d  l i m i t  i n f e r i ­
o r  r e l a t i o n s  h o l d .  I f  = ( l i m  i n f  f ) ( t ^ )  i s  s t r i c t l y  
l e s s  t h a n  f ( t^) i n  t h e  e x t e n d e d  r e a l s  f o r  e i t h e r  i  = 1 o r  
i  = 2 ,  t h e n  a n y  l i n e ,  F ,  t h r o u g h  ( t .  , f ( T , ) )  i s  b o u n d e d
1  X  ,
aw ay  f r o m  on som e n e i g h b o r h o o d  o f  i n  K an d  i n  t h i s  
n e i g h b o r h o o d  F d o m i n a t e s  f  a t  t h e  p o i n t s  o f  a  m o n o to n ie  s e ­
q u e n c e ,  ( t / " ^ ) ,  i n  ( T^,Tg) w i t h  l i m i t  c h o s e n  s u c h  t h a t  
( f  ( t ^ ^ ^  ) ) —> a . , w h e n ce  f  i s  n o t  - c o n c a v e .  C o n v e r s e l y ,
1  A
i f ,  w i t h  f  b e i n g  ,  j ) - c o n c a v e ,  f  i s  n o t  ( 3 H % )- c o n ­
c a v e ,  t h e n  t h e r e  i s  a  t ' b e t w e e n  p o i n t s  t ^ y t g  o f  K,  a t  l e a s t  
o n e  o f  w h ic h  i s  a n  e n d p o i n t  o f  K, s u c h  t h a t  f ( t ' )  < F ( t ' ) , 
w h e re  F = • I f  o n l y  o n e  o f  t h e  p o i n t s  t ^ y t g ,  c a l l
i t  T, i s  a n  e n d p o i n t  o f  K, t h e n ,  b y  T h e o re m  2 . 1  a n d  t h e  
f i r s t  r e s u l t  o f  T h e o re m  3 . 1 ,  t h e  j —l i n e  w h ic h  a g r e e s  w i t h  
f  a t  t ' a n d  a t  t h e  m em ber o f  w h ic h  i s  i n t e r i o r  t o
K i s  s t r i c t l y  d o m i n a t e d  b y  F a n d  d o m i n a t e s  f  on  t h e  c l o s e d
i n t e r v a l  w i t h  e n d p o i n t s  t  a n d  t ' .  T h e n ,  s i n c e  F ( x )  = f ( x ) ,  
( l i m  i n f  f ) ( x )  < f ( x )  . I f  t ^  = x ^  a n d  t ^  = x ^ , s u p p o s e  
t h a t  a t  o n e  o f  t h e s e  e n d p o i n t s ,  x , ( l i m  i n f  f ) ( x )  a f ( x )  . 
T h i s  a n d  t h e  c o n t i n u i t y  r e s u l t  o f  T h e o re m  2 . 3  im p ly  t h a t  
t h e r e  i s  a  p o s i t i v e  c s u c h  t h a t ,  f o r  e v e r y  t  i n  ( x - e , T + E ) n K ,  
t h e  * ^ l i n e  w h ic h  a g r e e s  w i t h  f  a t  t  a n d  a t  t h e  e n d p o i n t  o f
K o p p o s i t e  X i s  g r e a t e r  t h a n  f  a t  t ' .  T h e n ,  f o r  a n y  s u c h
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c h o i c e  o f  t  e x c e p t  t ,  t h e  f o r m e r  a r g u m e n t  a p p l i e s ,  w h en ce  f  
i s  g r e a t e r  t h a n  ( l i m  i n f  f )  a t  t h e  e n d p o i n t  o f  K o p p o s i t e  t , 
REMARK. I f  f  i s  3 - j^ -concave  ( 9 |% - c o n c a v e )  a n d  i f
a  = ( l i m  i n f  f )  ( t )  < ( l i m  s u p  f )  ( t )  =  g
f o r  a n  e n d p o i n t  x o f  K, t h e r e  a r e  m o n o to n ie  s e q u e n c e s  ( t ^ )  
and  ( t ” ) i n  (t - | ^/T2 ) w h o se  e l e m e n t s  a r e  i n t e r l a c e d ,  e a c h  
w i t h  l i m i t  x, s u c h  t h a t  ( f ( t ^ ) ) — ( f  ( t ^ )  ) —» o . T h e n ,  f o r  
s u f f i c i e n t l y  l a r g e  n ,  t h e  l i n e  w h ic h  a g r e e s  w i t h  f  a t  t ^  
and  t ^ ^ ^  i s  a b o v e  f  a t  t h e  e l e m e n t  o f  ( t ^ )  b e t w e e n  t h e s e  
p o i n t s ,  a  c o n t r a d i c t i o n .  T h e r e f o r e ,  o =  6 . T h u s ,  e v e r y  
^^.- c o n c a v e  f u n c t i o n  a g r e e s  w i t h  a  u n i q u e  c o n t i n u o u s  
^ - c o n c a v e  f u n c t i o n  o n  t h e  i n t e r i o r  o f  K.
T he  f o l l o w i n g  lemma i m p l i e s  t h a t  n e i t h e r  n o r
i s  e m p ty .  (T he f u n c t i o n  '^(T ,X) , u s e d  b e l o w ,  was d e ­
f i n e d  i n  S e c t i o n  2 . )
LEMMA 3 . 3 .  S u p p o s e  F _is a  m em ber o f  t h e  l o c a l l y  d i s -  
c o n i u q a t e  f a m i l y  ^  w h ic h  i s  d i s c o n j u g a t e  o n  [ t ^ ^ , t ^ ] and  
t o  € ( t ^ y t g )  . T h e n , i f .  k  i s  p o s i t i v e . ( n e g a t i v e ]  , t h e  
f u n c t i o n
f  = 3 k { t i , t Q , t 2 } , { F ( t ^ )  , F ( t ^ ) + k , F ( t 2 ) } )
i s  ^ - c o n c a v e , [ ^ - c o n v e x ] ,  b u t  n o t  ^ - l i n e a r .
C l e a r l y ,  f  i s  n o t  * i - l i n e a r .  Now, w i t h  k  > 0 ,  s u p p o s e  
t h a t  t ^  i s  i n t e r i o r  t o  a n  i n t e r v a l  o f  d i s c o n j u g a c y  [ t j ^ . t ^  ] 
o f  'â- an d  d e f i n e  F ' t o  b e  S K f r t ^ . t g )  . On som e i n t e r v a l  I  '
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c o n t a i n i n g  ^ 2 ' ^
F ^  = ^ ( t j ^ , P ( t j ^ )  , t ^ , F ( t ^ ) + k )  =  ^ { f ; t ^ , t ^ )
a n d
F 2 = ^ ( t ^ , P ( t ^ ) + k , t 2 , F ( t 2 ) ) = ^ ( f  ; t ^ , t p  .
T h i s  a n d  t h e  f a c t s  t h a t  F ^ ( t ^ )  < a n d  F ^ ^ t g )  > F ^ f t ^ )
im p ly  t h a t  F ' i s  s t r i c t l y  l e s s  t h a n  b o t h  Fj^ a n d  F 2  on  
( t | , t 2 ) / w h e n ce  F '  s  f  o n  [ t ^ , t ^ ] .
COROLLARY. I f  [ t ' , t ^ ]  i s  c o n t a i n e d  i n  a n  o p e n  i n t e r v a l  
o f  d i s c o n j u g a c y  o f  ^  a n d  a, &, a n d  y a r e  r e a l s  w i t h  a < 6 , 
t h e n  f  s u c h  t h a t  f  e q u a l s  ^ ( t ' , o , t ^ , y )  o n  ( a , t ^ l ,  f  e q u a l s  
3 ( t ' , 6 , t g , y )  on  [ t ^ , b )  , i s  ^ - c o n c a v e  b u t  n o t  3—l i n e a r .
Now i f  i s  d i s c o n j u g a t e  o n  = ( a ^ . b ^ )  , F an d
( t ^ )  a n d  ( t " )  a r e ,  r e s p e c t i v e l y ,  d e c r e a s i n g  a n d  i n c r e a s i n g  
s e q u e n c e s  i n  1 ^  w i t h  r e s p e c t i v e  l i m i t s  a ^  a n d  b ^ ,  t h e n ,  f o r  
a n y  t ^  i n  a n d  f o r  s u f f i c i e n t l y  l a r g e  n ,  t h e  f u n c t i o n  g ^  
d e f i n e d  a s & ( { t ^ , t Q , t ^ } , { F ( t ^ ) , F ( t g ) + l , F ( t ^ ) } )  b e l o n g s  t o
. F o r  a  f i x e d  t  ' i n  ( a ^ , t ^ )  a n d  a g a i n  f o r  s u f f i c i e n t l y  
l a r g e  n ,  t h e  s e q u e n c e s  (c^^) a n d  (d ^ )  , w h e r e  c ^  = 
[3 ( t Q , F ( t g ) + l , t ^ , F ( t ^ ) ) ] ( t ' )  a n d  d ^  = g ^ ( t ' ) ,  a r e ,  r e s p e c ­
t i v e l y ,  d e c r e a s i n g  a n d  i n c r e a s i n g ,  a n d  d ^  < c ^ .  T h e n  (d^^)
a n d  ( c ^ )  h a v e  l i m i t s  A a n d  B w i t h  A ^ B. D e f i n e  f  a s  i n  t h e
c o r o l l a r y  t o  Lemma 3 . 3  t a k i n g  a = A, 6  = B, a n d  y = F ( t ^ ) + 1 .
C l e a r l y ,  f  i s  ^ - c o n c a v e  a n d  f  > F on  I ^ .  I n d e e d ,  f  = l i m
( g ^ ) . S i n c e  f  s u p p o r t s  a n  & - l i n e  ( p o s s i b l y  i t s e l f )  a t  t ^ ,  
t h e r e  i s  an  & - l i n e  w h i c h  i s  s t r i c t l y  g r e a t e r  t h a n  F o n  I ^ .
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T h e  r e s u l t s  o f  S e c t i o n  4 a r e  b a s e d  o n  t h e  f o l l o w i n g  s t a t e ­
m e n t  o f  t h i s  r e s u l t .
THEOREM 3 . 4 .  E v e r y  m ember o f  a  l o c a l l y  d i s c o n j u q a t e  
f a m i l y  3 " s t r i c t l y  d o m in a te d  b y  som e m em ber o f  t h e  f a m i l y  
on  a n  o p e n  i n t e r y a l  o f  d i s c o n j u g a c y .
T h e  p r o o f  g i v e n  a b o v e  d o e s  n o t  r e q u i r e  t h a t  a ^  o r  b ^  
b e l o n g  t o  I .  B u t  i f  i s  b o u n d e d  i n  I ,  t h e n  i t  i s  c l e a r  
t h a t  F i s  d o m i n a t e d  on  b y  a n y  3 - l i n e  s u p p o r t e d  b y  
3-( { a ^ , t ^ , b ^ } ,  { F ( a ^ )  , P ( t Q ) + l , F ( b ^ ) }) a t  t ^ .  M o r e o v e r ,  g i v e n  
b o u n d e d  i n  I ,  i f  t h e  c o n s t r u c t i o n  i n  t h e  p r o o f  y i e l d s  
A = B f o r  a n y  F i n  '3, t h e n  i s  m a x im a l .
N o te  t h a t  f u n c t i o n s  a r e  c o n v e x  i n  t h e  u s u a l  s e n s e  i f  
a n d  o n l y  i f  t h e y  a r e  X - c o n v e x  w h e r e  % i s  t h e  d i s c o n j u g a t e  
f a m i l y
{L ( 0 , 6 ) ; ( l i ( o , 6  ) ] (x) = o ' - x + 6 , «, x ^ I } .
I n  v i e w  o f  t h i s ,  t h e  f o l l o w i n g  t h e o r e m s  a r e  n o t  u n e x p e c t e d .
I t  s u f f i c e s  t o  s u p p o s e  # c c ( I , R )  t o  b e  d i s c o n j u g a t e  on
I .  L e t  K r e p r e s e n t  t h e  c o l l e c t i o n  o f  c o m p a c t  s u b i n t e r v a l s
o f  I  a n d ,  f o r  K i n  K , l e t  3"^ s t a n d  f o r  3 | ^ .  A f u n c t i o n  i n
C ( I , R )  i s  3 - c o n c a v e  on  K i f  a n d  o n l y  i f  i t s  r e s t r i c t i o n  t o
K i s  3 L ^ c o n c a v e .  T h e  c o l l e c t i o n  o f  a l l  s u c h  f u n c t i o n s  i s  J\
d e n o t e d  b y  3 ^ .  N o te  t h a t  i m p l i e s  3^= 3^=  .
I f  K = [ t g ] ^  I  a n d  aeR, c o n s i d e r a t i o n  o f  t h e  s e q u e n c e  
(F ^) , w h e r e  F ^  = ' 3 ( t £ ,  o , t 2 , n) , t ^  f i x e d  i n  ( a , t ^ ) ,  l e a d s  t o  
t h e  c o n c l u s i o n  t h a t  some 3 " - l i n e  i s  n e v e r  b e l o w  o i n  K .
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T h e n  e v e r y  e l e m e n t  o f  C ( I , R )  i s  d o m i n a t e d  on  e a c h  K i n  IK b y  
some 3 - l i n e ,  s o  t h a t  t h e  o p e r a t o r  0 ^ ,  w h ic h ,  f o r  K i n  K, 
m aps C ( I , R )  i n t o  t h e  s e t  o f  r e a l - v a l u e d  f u n c t i o n s  on  K a c ­
c o r d i n g  t o  t h e  r u l e
[ e ^ ( f ) ] ( t )  = i n f  ( F ( t )  : F e 3 , F à f  on  K}
i s  w e l l - d e f i n e d .  F u r t h e r ,  i f  f  i s  d o m i n a t e d  o n  I  b y  a n
3 ” l i n e ,  we d e f i n e  ( f ) ]  ( t )  t o  b e  i n f  {F { t)  : P e ^ , F ^ f  }. T h e
d o m a in ,  D + ,  o f  9  ̂ c o n t a i n s  a t  l e a s t  ^  a n d  t h e  b o u n d e d -  
6
a b o v e  m em bers  o f  C ( I , R ) . F o r  a n y  p a i r  i n  K  w i t h
K c K _ , f  ^ C  i f )  5  e;  ̂ ( f )  o n  K, f o r  f  i n  C ( I , R )  ; f o r  f
X 6  1  2
i n  Dg+,  e a c h  o f  t h e s e  i s  d o m i n a t e d  b y  8 **^(f) on  Kj^. A l s o ,  
i f  f  3  g ,  f  , g e C ( I , R )  , t h e n  0 ^ ( f )  ^ E^(g) f o r  a l l  K i n  X  a n d  
0 ^ ( f )  i  0 ^ (g )  i f  geD g+. T h u s  e a c h  0^ a n d  0^ a r e  o r d e r -  
p r e s e r v i n g .  M o r e o v e r ,  ®^( f )  a n d  0 ^ \ f )  , when d e f i n e d ,  a r e ,  
r e s p e c t i v e l y ,  3 ^ - c o n c a v e  and  ^ - c o n c a v e .  F o r  i f ,  f o r  some 
K e X a n d  some f € C ( I , R )  , t h e r e  a r e  p o i n t s  t ^ y t ' , t g  i n  K s u c h  
t h a t  t ^  < t '  < t g  and  f o r  w h ic h
[e^(f)](t ' )  < #r(0+( f ) ; t i , t 2 ) ] ( t ' ) ,
t h e n  a n y  m em ber F o f  ^  w h ic h  s a t i s f i e s
( e ^ ( f ) ] ( t ’ ) 3 F ( t ' )  <
an d  w h ic h  d o m i n a t e s  f  on  K i s  n o t  b e l o w  0 ^ ( f )  a t  e i t h e r  tj^ 
o r  t g , w h e n c e ,  b y  T h eo rem  2 . 1 ,  F d o m i n a t e s  ^ ( 0 ^ ( f )  ; t j ^ , t 2 ) 
on  [ t ^ f t g ] ,  a  c o n t r a d i c t i o n .  T h i s  l a t e s t  r e s u l t  a n d
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T h e o re m  3 . 2  a n d  i t s  c o r o l l a r y  y i e l d  t h e  f o l l o w i n g  lem m a.
LEMMA 3 . 5 .  T h e  f u n c t i o n  f  i n  C ( I , R) i s  s u p e r - # ;
I s u p e r - # ^ ,  w h e r e  KêX] /  i f  an d  o n l y  i f  0 ^ ( f )  = f , [8 ^Xf )  = f | % l
+
K'A c c o r d i n g  t o  Lemma 3 . 5 ,  8 ^  a n d  8 ^ ,  K i n  X,  a r e  id e m p o -
t e n t ;  t h a t  i s ,  0 ^ °  0^  = 0^  a n d  8 ^ °  8 ^  = 8 ^ .  M o r e o v e r ,  8 ^ ( f )  , 
b e i n g  t h e  p o i n t w i s e  in f im u m  o f  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n s ,  i s  
u p p e r  s e m i c o n t i n u o u s , a n d ,  b y  T h e o re m  3 . 1  a n d  t h e  c o r o l l a r y  
t o  T h e o re m  3 . 2 ,  i t  i s  lo w e r  s e m i c o n t i n u o u s ,  w h e n ce  t h e  f o l ­
l o w in g  c o r o l l a r y  i s  i m m e d ia t e .
COROLLARY. I f  Ke ) < a n d  f e C ( I , R ) ,  t h e n  8 ^ ( f )  i s  c o n t i n ­
u o u s  .
I t  i s  c l e a r  f ro m  T h e o re m  3 . 2  a n d  t h e  d e f i n i t i o n  o f  8 * 
t h a t  ^  *^-c o n c a v e  f u n c t i o n  t h a t  d o m i n a t e s  f  c a n  b e  b e l o w  
8 ^ ( f )  a t  a n y  p o i n t . T h u s  we h a v e :
THEOREM 3 . 6 .  S u p p o s e  ( I . R )  i s  d i s c o n j u g a t e  o n  I .
I f  f  i n  C ( I , R )  i s  d o m in a t e d  b y  som e 3 - l i n e , 8 ^ ( f )  _is_ t h e  
l e a s t  ^ - c o n c a v e  f u n c t i o n  d o m i n a t i n g  f . F o r  g i n  C ( I , R ) , 
a n d  KeK, 6^ ( g )  _is t h e  l e a s t  3^.- c o n c a v e  f u n c t i o n  d o m in â t  i n g  
g  on  K.
Now i f  K = [ t ^ ' t g ] ,  g € C ( I , R ) ,  a n d  e > 0 ,  t h e n  f o r  a l l  
s u f f i c i e n t l y  l a r g e  n  t h e  f u n c t i o n  = # ( t ^ , g ( t ^ ) + e , t 2 , n )  
d o m i n a t e s  g o n  K, e l s e  g i s  n o t  b o u n d e d  on  K. T h u s ,
[8 ^ ( g ) l  ( t ^ )  = g ( t ^ )  . S i m i l a r l y ,  I X ^ X g i l t t g )  = g i t g ) .  
T h e r e f o r e  E^(g) b e l o n g s  t o  t h e  s e t  o f  m em bers  o f  C(K, R)  
w h ic h  a g r e e  w i t h  g a t  t h e  e n d p o i n t s  o f  K a n d  w h ic h  d o m i n a t e  
g | ^ .  We l a b e l  t h i s  s e t  C^Xg) •
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COROLLARY. F o r  K K  a n d  a  i n  C ( I , R ) ,  8 + ( g )  i s  t h e
l e a s t  ^ ^ - c o n c a v e  m em ber o f  C^Xg) •
I n  T h e o re m  3 . 7  we g i v e  a  d i f f e r e n t  c h a r a c t e r i z a t i o n  o f
0 ^ .  F o r  K i n  K  l e t  I t .  b e  t h e  s e t  o f  f i n i t e  s u b s e t s  o f  K
w h ic h  c o n t a i n  t h e  e n d p o i n t s  o f  K . F o r  T = { t ^ y ' " ' , t ^ }  i n
X - w i t h  t ,  < —  < t „  an d  f ; I - » R ,  l e t  4 < f ; T )  r e p r e s e n t  K J- n
^ { t ^ s i e n } ,  { f( t j^ )  s i e n } )  . F o r  f  i n  C ( I , R )  a n d  f o r  t  i n  K,
[ * ^ ( f ) ]  ( t )  5  s u p  {[C&(f ;T)  ] ( t )  : T e X ^ *
T h e n ,  f o r  a n y  F i n  '3' s u c h  t h a t  F a f  o n  K a n d  f o r  a n y  T i n  
X '  F & '3’{ f ;T )  on  K, w h e n ce  0 ^ ( f )  s 4 ^ ( f )  à f | % .  A l s o  
[ ÿ ^ ( f )  ] ( t ^ )  = f ( t ^ )  , i  = 1 , 2 .  N e x t  we show  t h a t  f o r  t  i n ­
t e r i o r  t o  K =
( 3 . 3 ) [ ' l» ^ (f)]  ( t )  = s u p { [ g < f ; t ^ , t ^ ) ]  ( t )  : t j ^ < t < t ^ , t ^ , t ^ € K }.
S i n c e  { t ^ , t | , t ^ , t 2  } g X '  ( t )  i s  a s  l e a s t  a s  g r e a t
a s  t h e  r i g h t - h a n d  e n t i t y  i n  ( 3 . 3 ) .  Now i f  a  s e q u e n c e  (T^)
i n  s u c h  t h a t  [ * ^ ( f )  ] ( t ) - 1 / n  < [ ' ^ ( f  ;T ^) ] ( t )  i s  s u c h  t h a t
no  T ^  c o n t a i n s  t ,  t h e n  f o r  e a c h  n  t h e r e  i s  a n  i n t e g e r  i ^
s u c h  t h a t  t .  < t  < t .   ̂ a n d  [ ' l ' .^ ( f ) ]  ( t )  e q u a l s  
n  ^n
l i m  R k f ; t .  , t . , - , ) ] ( t ) .  O t h e r w i s e ,  e v e r y  s e q u e n c e  (T ) i n  
^  n ^n ^ ,
X  f o r  w h ic h  x  = [i|;.j^(f)] ( t )  e q u a l s  l i m  ( [ ^ ( f ; T ^ ) l  ( t )  ) i s
s u c h  t h a t  t  b e l o n g s  t o  e a c h  T ^  f o r  s u f f i c i e n t l y  l a r g e  n .
T h e n , . w i t h  c h o s e n  l e s s  t h a n  t  i n  K a n d  w i t h
F = '3’( t , ' , f  ( t , ' )  , t , x - l / n )  , F d o e s  n o t  i n t e r s e c t  f  i n  ( t , t _ ]  
n  j- X n  z
f o r  s u f f i c i e n t l y  l a r g e  n ,  w h e n c e ,  f o r  a  c h o i c e  o f  t ^  i n
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t h e  i n c r e a s i n g  s e q u e n c e  ( F ^ C t ^ ) )  i s  b o u n d e d  a b o v e  b y  
f  ( t ^ )  o T h e n ,  e i t h e r  ( ^ ^ ^ ( t ^ ) )  h a s  l i m i t  f ( t ^ )  , s o  t h a t  x  = 
['3 ’( f  ; t ^ ,  t ^ )  ] ( t )  , c o n t r a d i c t i n g  t h e  a s s u m p t i o n  c o n c e r n i n g  s e ­
q u e n c e s  (T^) , o r  ( F ^ ( t ^ )  ) — > ' 0 1  < f f t g ) ,  w h e n ce  x  < [ ^ k f r t ^ . t g ) ]  
( t ) , c o n t r a d i c t i n g  t h e  d e f i n i t i o n  o f  x .
As a  r e s u l t  o f  ( 3 . 3 )  t h e r e  a r e  s e q u e n c e s  ( t ' ) i nX / n
[ t ^ , t )  a nd  ( t ^  i n  ( t . t g ]  w i t h  r e s p e c t i v e  l i m i t s  i n  
[ t ^ , t ]  a n d  Lg i n  I t , t g  ] s u c h  t h a t
(3.4) [ * J ( f ) ) ( t )  = l i m( [%(f ; t i  n ' t 2 , n ) ] ( t ) )
an d  ( 3 . 4 )  e q u a l s  [ l im ( '3 -( f  ; t |  ^ , t ^  ^) ) ] ( t )   ̂ w h e n e v e r  t h i s  
i n d i c a t e d  l i m i t  e x i s t s .  I f  = t  o r  Lg = t  t h e n  
[ ^ ( f ) ] ( t )  = f ( t )  and  f  s u p p o r t s  a n  9 ^ l i n e  a t  t . I f ,  f o r  
some p a i r  o f  s e q u e n c e s  ( t |  ^) , ( t ^  ^ ) , < t  < Lg ,  t h e n
l i m  = 1 k f ; L ^ , L 2 ) ,
a n d  ' J '^ ( f )  s u p p o r t s  F = ^ ^ f ; L ^ , L 2 ) a t  t .  F o r ,  i f  t h e r e  i s  
a t  i n  K a t  w h ic h  ( f )  d o m i n a t e s  F ,  t h e n ,  b y  ( 3 . 3 ) ,  t h e r e
O  is.
i s  a  t '  i n  K, d i f f e r e n t  f r o m  t ,  , a n d  t ^ ,  a t  w h ic h  f
d o m i n a t e s  F ,  w h ic h  i m p l i e s  t h a t  o n e  o f  t h e  f u n c t i o n s  
3 ( f  ; L ^ , t ' )  , 2Kf ; t  ' , L 2 ) i s  s t r i c t l y  a b o v e  F a t  t ,  c o n t r a d i c t i n g  
t h e  e q u a l i t y  F ( t )  = [ * . ^ ( f ) ] ( t )  , A l s o ,  ' l '^ ( f )  , b e i n g  t h e  
suprem um  o f  a  c o l l e c t i o n  o f  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n s ,  i s  l o w e r  
s e m i c o n t i n u o u s .  T h e n ,  b y  t h e  C o r o l l a r y  t o  T h e o re m  3 . 2 ,
* ^ ( f )  i s  3 ^ - c o n c a v e  a n d ,  b y  T h e o re m  3 . 6 ,  * ^ ( f )  = 8 % ( f ) .  
THEOREM 3 . 7 .  I f  ^  is_ d i s c o n j u q a t e  o n  I , KeK, a n d
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f < C ( I , R ) ,  t h e n  [e^(f)](t) = s u p { [ ' ^ ( f  ;T)I ( t )  îT^T^} f o r  
t  i n  K,
4 .  L o c a l l y  d i s c o n j u q a t e  l i n e a r  s u b s p a c e s  o f  C ( I , R ) .  
S u p p o s e  t h a t  ^  i s  a  l o c a l l y  d i s c o n j u g a t e  l i n e a r  s u b s p a c e  o f  
C ( I , R ) , t h a t  K  i s  t h e  s e t  o f  c o m p a c t  s u b i n t e r v a l s  o f  I ,  t h a t  
i s  t h e  s e t  o f  m a x im a l  i n t e r v a l s  o f  d i s c o n j u g a c y  o f  
an d  t h a t  KC3 -) i s  t h e  s e t  o f  c o m p a c t  s u b  i n t e r v a l s  o f  m em bers  
o f  . By T h e o re m  2 . 3 ,  f o r  a  f i x e d  p a i r  t ^ . t g  i n  some 
b e l o n g i n g  t o  ^ ( 3 ’) , t h e  map
* : R 2 - » C ( l , R ) : : * ( x ^ , X 2 )  = 3 K b i , X i , t 2 , X 2 )  = X^-F+Xg'G,
w h e re  F = # ( t ^ , l , t 2 , 0 ) a n d  G = ^ ( t ^ , 0 , t 2 , D , i s  a  t o p o l o g i ­
c a l  i s o m o r p h i s m  o n t o  3 .  When t h e  d e t e r m i n a n t  
D ( t | , t ^ )  =  F ( t p  • G ( t ^ ) - F ( t ^ )  » G( t ^ )  i s  n o t  z e r o ,  * ( x ^ , X 2 ) i s  
t h e  u n i q u e  p a s s i n g  t h r o u g h  ( t j ^ , x | )  an d  ( t ^ / X ^ )  i f
and  o n l y  i f
X ,
X ,
G ( t ' ) - G ( t ' )
P ( t [ )
The l o c a l  d i s c o n j u g a c y  o f  ^  i m p l i e s  t h a t  F a n d  G h a v e  
no  z e r o e s  i n  common, w h e n c e  D ( t £ , t p  = 0  i f  a n d  o n l y  i f
t h e  m a t r i x
F ( t p
F ( t ; )
G f t ^ )
G ( t ^ )
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h a s  r a n k  o n e ,  a n d  t h i s  o c c u r s  i f  a n d  o n l y  i f  t h e r e  a r e  p o i n t s  
( x^f Xg)  a n d  ( x ^ / X^ )  i n  s u c h  t h a t  tw o  ^ - l i n e s  p a s s  t h r o u g h  
( t j y X j )  a n d  ( t g . x ^ )  a n d  n o 1 & - l i n e s  p a s s  t h r o u g h  ( t j ^ , x ^ )  a n d  
( t ^ , x p  . T h u s ,  D ( t | , t p  = 0 i f  a n d  o n l y  i f  t j - t g .  I t  f o l ­
l o w s ,  t h e n ,  t h a t  f o r  e v e r y  b a s i s  { F , G }  o f  ^ ( a s  a  v e c t o r  
s p a c e )  a n d  f o r  e v e r y  p o i n t  t ^  i n  I ,  D ( t ^ , t 2 ) i s  o f  c o n s t a n t  
s i g n  f o r  a l l  t j y t g  w i t h  t ^  < t ^  i n  some n e i g h b o r h o o d  o f  t ^ .
A l s o ,  t ^ ^ t g  i f  an d  o n l y  i f  t h e  o n e - d i m e n s i o n a l  s u b ­
s p a c e  o f  c o n s i s t i n g  o f  t h o s e  9 "-l i n e s  w h ic h  p a s s  t h r o u g h  
t h e  p o i n t  ( t ^ , 0 ) i s  p r e c i s e l y  t h e  o n e - d i m e n s i o n a l  s u b s p a c e  
o f  ^  c o n s i s t i n g  o f  t h e ' ^ - l i n e s  p a s s i n g  t h r o u g h  ( t 2 , 0 ) . 
T h e r e f o r e ,  w h en  '3" i s  a  l i n e a r  s p a c e  t h e  r e l a t i o n  ~ s a t i s f i e s  
t h e  f o l l o w i n g  t r a n s i t i v i t y  c o n d i t i o n :  i f  a n y  tw o  m em b ers
o f  a  t r i p l e  o f  d i s t i n c t  p o i n t s  i n  I  a r e  3 ^ r e l a t e d  t o  t h e  
t h i r d ,  t h e n  t h e s e  tw o  a r e  J ’- r e l a t e d  t o  e a c h  o t h e r .  T h u s ,  
t h e  s e t  o f  ^ - r e l a t i v e s  o f  t |  i s  t h e  s e t  o f  z e r o e s  o f  a n y  
n o n z e r o  m em ber o f  3 - w h ic h  p a s s e s  t h r o u g h  ( t j ^ , 0 ) a n d  e a c h  
o f  t h e  z e r o e s  o f  s u c h  a  f u n c t i o n  i s  3 ^ r e l a t e d  t o  a l l  t h e  
o t h e r s .  I f  a n y  s u c h  s e t  h a d  a n  a c c u m u l a t i o n  p o i n t  t ^  i n  
I ,  e v e r y  n e i g h b o r h o o d  o f  t ^  w o u ld  c o n t a i n  ^ r e l a t e d  p a i r s ,  
a  c o n t r a d i c t i o n .  T h e r e f o r e ,  t h e  s e t  o f  z e r o e s  o f  a n y  
n o n z e r o  m em ber o f  '3 ' h a s  n o  a c c u m u l a t i o n  p o i n t  i n  I .
I t  f o l l o w s ,  t h e n ,  t h a t  i f  i s  n o t  d i s c o n j u g a t e  o n  
a l l  o f  I  t h e  m aps p a n d  X o f  T h e o re m  2 . 7  y i e l d  t h e  l e a s t  
r i g h t - 3 —r e l a t i v e s  a n d  t h e  g r e a t e s t  l e f t - ^ - r e l a t i v e s , r e ­
s p e c t i v e l y ,  o f  t h e i r  a r g u m e n t s ,  t h a t  p ; [ a ,  t ^ ] [ t j ^ , b ]
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a n d  X s [ t ^ , b  l - > [ a ,  t p  ] a r e  i n v e r s e  h o m e o m o rp h is m s , an d  t h a t  
e v e r y  t ^  i n  I  i s  i n t e r i o r  t o  a  b o u n d e d  m a x im a l  i n t e r v a l  o f  
d i s c o n j u g a c y  w h o se  e n d p o i n t s  a r e  c o n s e c u t i v e  z e r o e s  o f  some 
n o n z e r o  " ^ - l i n e . F u r t h e r ,  t h e  i t e r a t e s  o f  p a n d  x a p p l i e d  
t o  a n y  p o i n t  i n  I  g e n e r a t e  t h e  ^ - r e l a t i v e s  (now c a l l e d  t h e  
^ - c o n j u g a t e s )  o f  t h a t  p o i n t .
S u p p o s e  t ^  a n d  t ^  a r e  z e r o e s  o f  t h e  n o n z e r o  ^ - l i n e  F 
a n d  t h a t  { F , G)  i s  a  b a s i s  f o r  G i s  n o t  z e r o  a t  e i t h e r  
t ^  o r  t g . I f  G h a s  n o  z e r o  i n  ( t ^ / t ^ ) , t h e n  G i s  s t r i c t l y  
p o s i t i v e  o r  s t r i c t l y  n e g a t i v e  o n  [ t ^ / t ^ ] ,  w h e n ce  som e m u l ­
t i p l e  o f  F i n t e r s e c t s  G a t  l e a s t  t w i c e  i n  ( t | , p ( t ^ ) ) ,  a  
c o n t r a d i c t i o n .  T h u s ,  b e t w e e n  a n y  p a i r  o f  z e r o e s  o f  o n e  
member o f  â  b a s i s  f o r  t h e r e  i s  ^  z e r o  o f  t h e  o t h e r  mem­
b e r  o f  t h e  b a s i s .
Now s u p p o s e  t h a t  ^  i s  d i s c o n j u g a t e  o n  = ( a ^ f b ^ ) . 
A c c o r d i n g  t o  T h e o re m  3 . 4  some m em ber, F ,  o f  ^  i s  s t r i c t l y  
p o s i t i v e  o n  a n d ,  b y  l i n e a r i t y ,  F c a n  b e  c h o s e n  t o  t a k e
on  t h e  v a l u e  1 a t  a n y  f i x e d  t ^  i n  I ^ .  F o r  s u c h  a  t ^  a n d  F ,
c h o o s e  t ^  i n  ( t j ^ ,b ^ )  a n d  d e f i n e  G t o  b e  " ^ ( t 0,  t 2 ,1 )  .
T h e n  {F,G} i s  a  b a s i s  f o r  a n d  t h e  c o n s t a n c y  o f  s i g n  o f  
D ( t | , t 2 ) f o r  a ^  < tjl^ < t g  < b ^  a n d  t h e  f a c t  t h a t  D ( t ^ , t 2 )
= 1 im p ly  t h a t  t h e  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n  T̂  ̂ = (G /F) *R 
i s  s t r i c t l y  i n c r e a s i n g .  L e t  I  ' r e p r e s e n t  t h e  r a n g e  o f  T^^. 
N o te  t h a t  i f  i s  b o u n d e d  a n d  m a x im a l  t h e n  F f a ^ )  = 0 =
F ( b ^ )  a n d  G( a ^ )  < 0 < G( b^ )  , w h e n c e  I  ' i s  R . F o r  c o n v e n i ­
e n c e ,  l e t  t  b e  t h e  map (T^^) T h a t  i s ,  t  i s  t h e  s t r i c t l y
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i n c r e a s i n g  h o m eo m o rp h ism  o f  I '  o n t o  s u c h  t h a t  t ( s ^ )  = t ^  
i f  an d  o n l y  i f  s ^ - F ( t ^ )  = G ( t ^ ) . A l s o ,  l e t  ^  b e  t h e  f a m i l y  
o f  s t r a i g h t  l i n e s ,  a * s ' + 3 ,  f o r  s '  i n  I ' .  ^  i s  a  l i n e a r  s u b ­
s p a c e  o f  C ( I ' , R )  w h ic h  i s  d i s c o n j u g a t e  on  I ' .
C o n s i d e r  t h e  map T : I g X R - * I ' x R  d e f i n e d  b y
T( t^ .x^)  = ( T ^ ( t J  .TjCt^.X^)) = ( G ( t ^ ) / F ( t ^ ) , x y P ( t ^ ) ) .
T i s  a  h o m eo m o rp h ism  o f  R o n t o  I ' x R  w h ic h  t a k e s  v e r t i c a l  
l i n e s  i n t o  v e r t i c a l  l i n e s .  S u c h  a  map i n d u c e s  a  hom eom or­
p h is m ,  T * ,  o f  C ( I g , R )  o n t o  C ( I ' , R )  i n  t h e  f o l l o w i n g  w a y :
T * ( f )  a t  s ^  i n i '  i s  T 2 ( ( T ^ ) " ^ ( s ^ )  , f ( ( T j ^ ) " ^ ( s Q ) ) )  .
I n  o u r  c a s e ,  [ T * ( f ) ] ( s ^ )  = f  ( t  ( s ^ )  ) / F ( t  ( s ^ )  ) , d e n o t e d  b y  
T * ( f )  = ( f / F ) o ( g / F ) a nd  T* i s  l i n e a r  an d  p o s i t i v e .  T h a t  
i s ,  i f  f  i s  a  n o n n e g a t i v e  f u n c t i o n  on  I ^ ,  t h e n  T * ( f )  i s  a  
n o n n e g a t i v e  f u n c t i o n  on  I ' .  M o r e o v e r ,  [T* ( a*F+B*G)] ( s )  = 
o+B’ s .  M ore p r e c i s e l y ,  t h e  im age  u n d e r  T* o f  t h e  & - l i n e  
d e t e r m i n e d  b y  t h e  p o i n t s  ( t j ^ , x ^ )  a n d  Ig * R  i s  t h e
i t - l i n e  ( s t r a i g h t  l i n e )  t h r o u g h  t h e  p o i n t s  T ( t ^ , x ^ )  a n d  
I ^ t g / X g ) . T h i s  a n d  t h e  p o s i t i v i t y  o f  T* y i e l d  t h e  r e s u l t  
t h a t  f  i s  j - c o n c a v e ,  [ ^ - c o n v e x ] ,  o n  1 ^ i f  a n d  o n l y  i f  
T * ( f )  i s  c o n c a v e ,  [ c o n v e x ] ,  i n  t h e  u s u a l  s e n s e .  N o te  a l s o  
t h a t  s ^  i s  a  z e r o  o f  T * ( f )  i f  a n d  o n l y  i f  t ( s ^ )  i s  a  z e r o  
o f  f .  L e t  a n d  àC d e n o t e  t h e  s e t s  o f  f u n c t i o n s  on  I ' 
w h ic h  a r e  c o n c a v e  and  c o n v e x ,  r e s p e c t i v e l y .
THEOREM 4 . 1 .  S u p p o s e  I ^  i s  i n t e r v a l  o f  d i s c o n j u g a c y
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o f  t h e  l o c a l l y  d i s c o n j u g a t e  l i n e a r  s u b s p a c e  ^  o f  C ( I , R ) .
T h e n  t h e r e  i s  a n  i n t e r v a l  I  ' j j i  R a n d  _a h o m eo m o rp h ism  T of_
IgXR o n t o  I ' xR w h ic h  t a k e s  v e r t i c a l  l i n e s  t o  v e r t i c a l  l i n e s
a n d  w h ic h  i n d u c e s  a  p o s i t i v e , l i n e a r  h o m e o m o rp h ism  T* o f
C ( I  ,R) o n t o  C ( I  ' ,R) w h ic h  m aps o n t o  o n t o  ^ . an d
f o o
o n t o  X " .  M o r e o v e r . i f  is_ b o u n d e d  a n d  m a x im a l  t h e n
o
I  ' e q u a l s  R .
I n  p a r t i c u l a r ,  i f  a  l i n e a r  s u b s p a c e  o f  C ( I , R )  i s  d i s ­
c o n j u g a t e  o n  I  t h e n  t h e  g r a p h s  o f  i t s  m em b ers  i n  Ix R  a r e  t h e  
im a g e s  o f  t h e  n o n v e r t i c a l  s t r a i g h t  l i n e  s e g m e n t s  i n  some 
s t r i p  I ' x R  u n d e r  a  h o m e o m o rp h ism  t h a t  p r e s e r v e s  v e r t i c a l  
l i n e s .
T h e o re m  4 . 1  y i e l d s  a  l o c a l  i n t e g r a l  r e p r e s e n t a t i o n  f o r  
^ - c o n c a v e  f u n c t i o n s .  F i r s t  n o t e  t h a t ,  f o r  a  f i x e d  c h o i c e  
o f  I ^ ,  F ,  an d  G, (T*) ^ ( z )  = F * ( z o ( G / F ) )  f o r  a n y  z i n  C ( I ' , R ) .  
I t  i s  w e l l  known ( s e e  N a t a n s o n  [ I 0 ; p . 2 3 0 ] )  t h a t  z : I ' - * R  i s  
c o n c a v e  i n  t h e  u s u a l  s e n s e  i f  a n d  o n l y  i f  i t  i s  e x p r e s s i b l e  
a s  an  i n d e f i n i t e  i n t e g r a l  o f  a  n o n i n c r e a s i n g  f u n c t i o n  
* : I  ' -»R  w h ic h  i s  b o u n d e d  o n  c o m p a c ta  i n  I ' .  T h e n  f : I - » R  i s  
ÿ - c o n c a v e  on  I ^  I f  a n d  o n l y  i f  T * ( f )  h a s  t h e  fo rm
[ T * ( f ) ] ( s )  = [ T * ( f ) ] ( s ^ )  + r  * f o r  a l l  s  i n  I ' ,
f o r  som e r e a l - v a l u e d  n o n i n c r e a s i n g  f u n c t i o n  A p p l y i n g  
( T * ) t o  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n  we h a v e
f ( t  ) f ( G / F ) ( t )
f ( t )  F ( t ) -  I F ( t ° )  + j  (G /F ) ( t ^ )  *
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f o r  a l l  t  i n  I q . N o t e  t h a t  * ° ( G /F )  i s  r e a l - v a l u e d  and  n o n ­
i n c r e a s i n g  o n  I g .
THEOREM 4 . 2 .  S u p p o s e  ^  i ^  ^  l i n e a r  s u b s p a c e  o f  C ( I , R )
w h i c h  i s  d i s c o n j u q a t e  o n  T h e n  f  ^ - c o n c a v e  o n  i f
a n d  o n l y  i f  f o r  e v e r y  b a s i s  (F ,G}  f o r  w i t h  F > 0 a n d  (G /F)  
s t r i c t l y  i n c r e a s i n g  on  an d  f o r  t ^  f i x e d  i n  t h e r e  i s  
a  n o n i n c r e a s i n g  r e a l - v a l u e d  f u n c t i o n  R s u c h  t h a t
f ( t )  = F ( t )
f o r  t  i n  I g ,
Now, a s s u m i n g  t h e  h y p o t h e s e s  o f  T h e o r e m  4 . 2  a n d  t h a t  F
a n d  G a r e  a s  d e s c r i b e d  t h e r e ,  we c o n s t r u c t  a  l i n e a r  o p e r a t o r
i n  C ( I  ,R) w h o se  s o l u t i o n  s e t  i s  p r e c i s e l y  ^  ( t h a t  i s ,  3"-r ) .
°  -^o
Any l i n e a r  o p e r a t o r  0sJ5->C ( I  ' ,R) i n  C ( I ' , R )  c a n  b e  " p u l l e d
b a c k "  t o  a  l i n e a r  o p e r a t o r  0* ; (T*) ( I ^ , R )  i n  C ( I ^ , R )  b y
d e f i n i n g  0* a s  (T*) ^ o 8 ° T * .  T h e n  0 * ( f )  = 0 , t  & 0, ao] ,  i f
a n d  o n l y  i f  0 ( T * ( f ) )  = 0 , [ ^ 0 , s 0 ] ,  s o  t h a t
k e r  0*  = (T*) ^ ( k e r  0 ) .  We c o n s i d e r  t h e  s e c o n d  o r d e r  l i n e a r  
d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r
D ^ s C ^ d ' , R ) - ^ C ( I ' , R )  Ï Ï  D ^x  = x "
2
b e c a u s e  t h e  s o l u t i o n  s e t  o f  D x  = 0 ,  n a m e l y  X, i s  T*(3-) .
T h e  o p e r a t o r  ( D ^ ) * = (T*) ^ oD ^ oT*  i s  c a l l e d  a  g e n e r a l i z e d  
s e c o n d - o r d e r  l i n e a r  d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r  i n  C ( I ^ , R )  d e ­
t e r m i n e d  b y  i s  t h e  s e t  o f  s o l u t i o n s  o f  [ ( D ^ ) * ] ( u )  = 0 .
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2 2 T h e  o p e r a t o r  D r e s t r i c t e d  t o  t h e  s e t  o f  a l l  C f u n c ­
t i o n s  w h i c h  h a v e  f i x e d  v a l u e s  a t  tw o  f i x e d  p o i n t s  i n  I '  h a s  
a n  i n v e r s e ;  t h a t  i s ,  f o r  y  c o n t i n u o u s  on  I ' ,  and  yg a r b i ­
t r a r y  r e a l s ,  a n d  a n d  s ^  i n  I ' ,  t h e r e  i s  a  u n i q u e  member 
2  o f  C ^ ( I ' , R )  s u c h  t h a t
2
D (z )  = y  a n d  z ( s ^ )  = y ^ ,  i  = 1 , 2 ,  
w h i c h  we d e n o t e  b y  (D ) ( y ; s ^ , y ^ , S 2 , y 2 )«  E x p l i c i t l y ,
z ( s )  = [ % ( s ^ , y ^ , S 2 , y 2 ) ] ( s )  + ^  ^ K ( s , a ) - y ( a )  * d a
w h e r e  t h e  G r e e n ' s  f u n c t i o n  K i s  g i v e n  b y
( s - S p ) • ( o - s , )
K ( s , a )  = --------: — : ---------- , * 3 s ,
®2 ®1
( s - s J " ( O - S , )
= --------   —  , s  s  O.
= 2 - S l
Now [ ( D ^ ) * ] ( f )  = g a n d  f ( t ^ )  = g^_, i  = 1 , 2 ,  i f  a n d  o n l y  i f  
D ^ ( T * ( f ) )  = T * ( g )  a n d  [ T * ( f ) ]  ( s ^ )  = y ^ ,  i  = 1 , 2 ,  w i t h  s ^  = 
( G / F ) ( t . )  a n d  y ^  = g \ / F ( t ^ ) ,  i  = 1 , 2 .  T h i s  d e t e r m i n e s  
T * ( f ) ,  h e n c e  f ,  u n i q u e l y ,  a n d  we w r i t e  f  = ( (D ) *) 
( g ; t ^ , g ^ , t 2 , g 2 ) • An e x p l i c i t  r e p r e s e n t a t i o n  o f  f  i s  g i v e n  
b e l o w .
THEOREM 4 . 3 .  S u p p o s e  i s  a n  i n t e r v a l  o f  d i s c o n i u -
q a c v  o f  t h e  l i n e a r  s u b s p a c e  3- o f  C ( I . R )  . A b a s i s  {F.G } f o r
3- w i t h  F > 0 a n d  (G/F) s t r i c t l y  i n c r e a s i n g  on  d e t e r m i n e s
2
a  g e n e r a l i z e d  s e c o n d - o r d e r  d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r  (D ) *  i n
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C ( I q ,R) w h o se  k e r n e l  i s  3- a n d  f o r  w h i c h  t h e  t w o - p o i n t  b o u n -  
d a r y - v a l u e  p r o b l e m
( D ^ ) * ( f )  = g ,  f ( t . )  = g ^ ,  i  = 1 , 2 ,  t^^ < i n  I ^ ,  g e C ( I ^ , R ) ,  
i s  u n i q u e l y  s o l v a b l e , w i t h  s o l u t i o n  g i v e n  b y
f ( t )  = ( 3 < t ^ , g ^ , t 2 , g 2 H  ( t )
Î(G/F) ( t - )( G / F ) ( t i )  F ( ( G / F ) “ ^ ( a ) )
I f  (G/F) i s  a b s o l u t e l y  c o n t i n u o u s  t h e  i n t e g r a l  a b o v e  c a n  
b e  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  a  G r e e n ' s  f u n c t i o n
K * ( t , r )  = | { ^  ■ k ( | | ^ -  [ ( G / P )  ■] (T |
a s
f ( t )  =  r & ( t ^ , g ^ , t 2 , g 2 ) ] ( t )  ^ K ( t , T ) ° g ( T ) ' d T .
I n  v i e w  o f  t h e  r e s u l t  o f  Lemma 4 . 4  b e l o w ,  t h e  f o l l o w i n g
c o r o l l a r y  i n c l u d e s  B o n s a l l ' s  c o n c l u s i o n  [ 3 ; T h m . 6 ]  t h a t ,  w i t h
L ( u )  = u " + p ^ " u ' + P 2 °u ,  p ^  a n d  P 2  b e i n g  c o n t i n u o u s ,  i f
f e C ^ ( I g , R )  a n d  L ( f )  S O ,  [ L ( f )  < 0 ] ,  t h e n  f  i s  c o n c a v e ,
[ s t r i c t l y  c o n c a v e ] ,  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  s e t  o f  s o l u t i o n s  o f
L ( u )  = 0  on  t h e  i n t e r v a l  o f  d i s c o n j u g a c y  I ^ .  T h e  c o r o l l a r y
i t s e l f  f o l l o w s  f r o m  t h e  c o n c a v i t y - p r e s e r v i n g  p r o p e r t y  o f  T*
an d  f r o m  t h e  i n t e g r a l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  c o n c a v e  f u n c t i o n s .
2
COROLLARY. S u p p o s e  f  b e l o n g s  t o  t h e  d o m a i n  o f  (D ) * .  
T h e n  f  _is /[—c o n c a v e  o n  I ^  _if a n d  o n l y  i f  (D^) * ( f  ) s 0 .
41
M o r e o v e r , i f  ( D ^ ) * ( f )  < 0 ,  t h e n  f  is_ s t r i c t l y  ^ c o n c a v e  on
"o*
T h e  f o l l o w i n g  lemma i s  a  r e s u l t  o f  d i f f e r e n t i a t i o n .  
LEMMA 4 . 4 .  S u p p o s e  t h a t  p  i s  c o n t i n u o u s  on  I ,  r  a n d  q  
a r e  c o n t i n u o u s l y  d i f f e r e n t i a b l e  o n  I  w i t h  r  p o s i t i y e , a n d  
t h a t  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  L ( u )  = 0 _is d i s c o n j u g a t e  o n  
w h e r e
L ; C ^ ( I , R ) - > C ( I , R )  : ; L ( u )  = ( r - u ' + q - u )  ' - ( q - u ' + p * u )  .
I f  F s o l y e s  L ( u )  = 0  and  i s  n e v e r  z e r o  o n  i f .  G i s  t h e  
s o l u t i o n  t o  L ( u )  = 0 g i v e n  b y
G ( t )  = F ( t )  . Ç --------— ----------2
v). r ( t )  • (F (  t ) )t  u
arid i f  T * ( f )  = ( f / F )  o (G/F) t h e n  ( D ^ ) * ( f )  = r - F ^ - L ( f )  f o r  
f  i n  C ^ ( I ^ , R ) .
T h e  l o c a l  n a t u r e  o f  t h e  r e s u l t s  o f  T h e o r e m s  4 . 1 ,  4 . 2 ,  
a n d  4 . 3  c a n  b e  s u m m a r i z e d  b y  s a y i n g  t h a t  a  l o c a l l y  d i s c o n j u ­
q a t e  l i n e a r  s u b s p a c e  o f  C ( I , R )  g i v e s  I ^ R  t h e  s t r u c t u r e  o f  a  
C° 2 - m a n i f o l d , ( s e e  [ 8 ; p . 2 ] ) .  F o r  g i v e n  s u c h  a  s u b s p a c e  
a n d  a  b a s i s  {F ,G}  o f  3"/ e v e r y  t ^  i n  I  b e l o n g s  t o  a t  l e a s t  
o n e  o f  t h e  d i s j o i n t  i n t e r v a l s  w h i c h  make  u p  t h e  s e t s  
I \ F ” ^ ( 0 )  a n d  T \ p " ^ ( 0 ) ,  s o  t h a t  e v e r y  ( t ^ , x ^ )  i n  I x R  b e l o n g s
t o  a t  l e a s t  o n e  s t r i p ,  I ^ / R ,  w h i c h  i s  i n  a  o n e - t o - o n e
2
c o r r e s p o n d e n c e  w i t h  a n  o p e n  s e t ,  I ' x R ,  i n  R v i a  a  map 
h a v i n g  o n e  o f  t h e  f o r m s
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T ' ( t , x )  = ( G ( t ) / P ( t )  , x / F ( t ) )  , T " ( t , x )  = ( F ( t ) / G ( t )  , X / G ( t )  ) .
M o r e o v e r ,  T ' o ( T " ) “ ^ a n d  T " o ( T ' ) “ ^ a r e ,  when  d e f i n e d ,  i n v e r s e  
h o m e o m o r p h i s m s ,  s i n c e  t h e s e  h a v e  t h e  f o r m s  
( s , y ) - > (  [ ( G / P ) o ( F / G ) " ^ l ( s )  , y “ ( [ ( G / F ) ° ( F / G ) ' ^ ]  ( s ) )  and  
( s , y ) -».( [ (F /G )  o (G/F) ~ ^ ] ( s )  , y« ( [ (F /G )  ° (G /F)  ( s )  ) r e s p e c ­
t i v e l y ,
A s h l e y  [1] h a s  a p p l i e d  a  t h e o r e m  o f  C h o q u e t  [ 4 ; p . 2 3 7 ] ,  
w h i c h  we s t a t e  b e l o w  a s  T h e o r e m  4 , 5 ,  t o  c o n c a v i t y  a s  d e f i n e d  
b y  t h e  f a m i l y ,  A . ,  o f  r e s t r i c t i o n s  o f  s o l u t i o n s  t o  ( 1 . 1 )  t o  
a  c o m p a c t  i n t e r v a l ,  K, o f  d i s c o n j u g a c y  o f  ( 1 , 1 ) ,  a n d  a s s e r t s  
t h e  e x i s t e n c e  o f  c e r t a i n  i n t e g r a l  r e p r e s e n t a t i o n s  f o r  t h e  
e l e m e n t s  o f  t h e  c o n e  o f  n o n n e g a t i v e ,  c o n t i n u o u s  J | ^ - c o n c a v e  
f u n c t i o n s .  We e x t e n d  h i s  a s s e r t i o n  t o  l o c a l l y  d i s c o n j u g a t e  
l i n e a r  s u b s p a c e s , ^ , o f  C ( I , R )  and  make t h e  a s s e r t e d  r e p r e ­
s e n t a t i o n s  e x p l i c i t .  Lemmas 4 . 7  a n d  4 , 8  a n d  T h e o r e m  4 . 9  
a r e  v e r s i o n s  o f  A s h l e y ' s  r e s u l t s  i n  o u r  m o re  g e n e r a l  s e t t i n g .  
Lemma 4 . 1 0  i s  a  g e n e r a l i z a t i o n  o f  a  r e s u l t  s o u g h t  b y  A s h l e y .
THEOREM 4 , 5 .  E v e r y  p o i n t  i n  a  c o n v e x , c o m p a c t  s u b s e t  
X £ f  a H a u s d o r f f  l o c a l l y  c o n v e x  t o p o l o g i c a l  v e c t o r  s p a c e  i s  
t h e  c e n t e r  o f  g r a v i t y  o f  a. p r o b a b i l i t y  m e a s u r e  ( n o n n e g a t i v e  
R ad o n  m e a s u r e  o f  u n i t  m a s s )  on  t h e  c l o s u r e  o f  t h e  s e t  o f  e x ­
t r e m e  p o i n t s  o f  X.
L e t  V b e  a  r e a l  v e c t o r  s p a c e .  T h e  s e g m e n t  x y  w i t h  
e n d p o i n t  x  a n d  y  i n  V i s  t h e  s e t  { ( 1 - X ) ‘X + X - y ; X € [ 0 , 1 ] } ,
T h e  s e t  x y \ J x , y }  i s  c a l l e d  t h e  i n t e r i o r  o f  x y .  T h e  s u b s e t
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S o f  V i s  c o n v e x  i f  and  o n l y  i f ,  f o r  e v e r y  p a i r  x , y  i n  S ,  S 
c o n t a i n s  t h e  s e g m e n t  x y .  T h e  p o i n t  x  o f  t h e  c o n v e x  s e t  S 
i s  e x t r e m e , d e n o t e d  b y  x  e e x ( S ) , i f  x  i s  i n t e r i o r  t o  n o  
s e g m e n t  i n  S . The  s u b s e t  S o f  V i s  a  c o n e  ( c o n v e x  c o n e )  i f  
and  o n l y  i f  S c o n t a i n s  t h e  z e r o  e l e m e n t  o f  V a n d  i s  c l o s e d  
u n d e r  a d d i t i o n  a n d  n o n n e g a t i v e  s c a l a r  m u l t i p l i c a t i o n .
R adon  m e a s u r e s  a r e  c o n t i n u o u s  l i n e a r  f u n c t i o n a l s  on  t h e  
s p a c e  o f  c o n t i n u o u s  r e a l - v a l u e d  f u n c t i o n s  w i t h  c o m p a c t  s u p ­
p o r t  i n  a  l o c a l l y  c o m p a c t  s p a c e  g i v e n  t h e  i n d u c t i v e  l i m i t  
t o p o l o g y .  As a  g e n e r a l  r e f e r e n c e  we o f f e r  E d w a r d s  [ 5 ; C h a p .  
4 ] .  I f  V i s  a  t o p o l o g i c a l  v e c t o r  s p a c e ,  t h e  p o i n t  x  i s  t h e  
c e n t e r  o f  g r a v i t y  o f  t h e  m e a s u r e  M on  X"=V ( s o m e t i m e s  s a i d  
"w r e p r e s e n t s  x " )  i f  and  o n l y  i f  F ( x )  = / F«dw f o r  e v e r y
J x
c o n t i n u o u s  l i n e a r  f u n c t i o n a l  F on V.
L e t  K = [ t ^ , t 2 l b e  a  f i x e d  b u t  a r b i t r a r y  member  o f  
XCâ") w i t h  t ^  a  f i x e d  p o i n t  i n t e r i o r  t o  K; l e t  C(K) b e  t h e  
s e t  o f  n o n n e g a t i v e  s u p e r - ^  f u n c t i o n s  i n  C ( K , R ) ; a n d  l e t  
B ( K , t g )  b e  t h e  s e t  o f  e l e m e n t s  f  i n  C(K) s u c h  t h a t  f f t ^ )  =
1 .  W here  t h e  m e a n i n g  i s  c l e a r  we u s e  C a n d  B t o  d e n o t e  
C(K) a n d  B ( K , t g ) , r e s p e c t i v e l y .  N o t e  t h a t  t h e  c o n s t a n t  
z e r o  f u n c t i o n  b e l o n g s  t o  C a n d  t h a t  t h e  i d e n t i t i e s
'^(f ;t|,t^)+C^(g;tj^, t^) = ^Kf+9?t^,t^) ,
= X "'^•(f ; t ^ , t ^ )  , 
f o r  [ t j y t g I c K ,  w h i c h  f o l l o w  f r o m  t h e  l a s t  s e n t e n c e  i n
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T h e o r e m  2 . 3 ,  i m p l y  t h a t  C i s  c l o s e d  u n d e r  a d d i t i o n  a n d  n o n ­
n e g a t i v e  s c a l a r  m u l t i p l i c a t i o n ,  s o  t h a t  C i s  a  c o n v e x  c o n e .  
T h e n  t h e  f u n c t i o n s  h ^ =  (1-X) - f + X - g  f o r  [ 0 , 1 ] ,  w h e r e  f  and  
g a r e  i n  B, b e l o n g  t o  C and  h % ( t g )  = 1 .  A l s o ,  a  n o n z e r o  
e l e m e n t ,  f ,  o f  C i s  p o s i t i v e  a t  t ^  b y  t h e  s e c o n d  r e s u l t  o f  
T h e o r e m  3 . 1 ,  w h e n ce  g = f / f ( t ^ )  b e l o n g s  t o  B.  T h u s  we h a v e :  
LEMMA 4 . 6 .  T h e  s e t  B _ia a  c o n v e x  s u b s e t  o f  t h e  c o n v e x  
c o n e  C ^  C (K ,R )  s u c h  t h a t  f o r  e v e r y  f  ^  C t h e r e  i s  a  
u n i q u e  g i n  B f o r  w h i c h  f  = f ( t ^ ) * g .
T h e  f u n c t i o n s  1 , t 2 , 0 )  , Fg = 0 , t ^ ,  1) i n
B d e t e r m i n e  c o m p a c t  i n t e r v a l s  f o r  t  i n  K b y  t h e  r u l e s
= [ F 2 ( t )  ,Fj^(t) l  , t € [ t ^ , t ^ l  ;
© t  = [F j^(t )  , F 2 ( t ) l  , t £ [ t ^ , t 2 ]  .
I f  f  £ B a n d ,  f o r  some t  i n  K, f ( t )  , t h e n  t  ^  t ^ .
S u p p o s e  t  £ ( t Q , t 2 l .  I f  f ( t )  > F ^ f t ) ,  t h e n ,  s i n c e  F '  = 
2 K f ; t g , t )  c r o s s e s  F 2  a t  t ^ ,  F ' ( t ^ )  i s  n e g a t i v e .  B u t ,  b y  
t h e  f i r s t  r e s u l t  o f  T h e o r e m  3 . 1 ,  F ' ( t ^ )  > f ( t ^ ) ,  w h e n ce  
f ( t ^ )  i s  n e g a t i v e ,  a  c o n t r a d i c t i o n .  A l i k e  c o n t r a d i c t i o n  
f o l l o w s  f r o m  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  f ( t )  < F ^ ( t )  a n d  s i m i l a r  
c o n s i d e r a t i o n s  a p p l i e d  t o  t h e  c a s e  t 6 [ t j ^ , t ^ )  y i e l d  c o n t r a ­
d i c t i o n s .  T h i s  p r o v e s  t h e  f o l l o w i n g  lemma.
LEMMA 4 . 7 .  F o r  f  i n  B a n d  t  i n  K, f ( t ) £ ' © ^ .
T h e  f o l l o w i n g  i s  A s h l e y ' s  Lemma 2 , ^ .
LEMMA 4 . 8 .  I f  f , f ^ ,  an d  f 2  a r e  ^ - c o n c a v e  f u n c t i o n s
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on K s u c h  t h a t  f  = f ^ + f g  o n  K ' ,  w h e r e  K ' i s  a  c o m p a c t  s u b ­
i n t e r v a l  o f  K, and  f  i s .  ^ - l i n e a r  on  K ' , t h e n  a n d  f ^  a r e  
^ - l i n e a r  o n  K ' .
T h e  f u n c t i o n s  a n d  Pg a r e  e x t r e m e  e l e m e n t s  o f  B.
F o r  i f  F ^  = X . f + ( 1 - X )  *g f o r  f , g  i n  B a n d  X i n  ( 0 , 1 )  , t h e n ,  
b y  Lemma 4 . 8 ,  f  a n d  g  a r e  ^ - l i n e a r  o n  K, a n d  s i n c e  f f t g )  = 
0 = g f t g )  , f  = g = Fj^. S i m i l a r l y ,  F^ e e x (B )  . M o r e o v e r ,  
s i n c e  e v e r y  ' ^ ^ - l i n e a r  e l e m e n t  o f  B h a s  t h e  f o r m  A ' F ^ + B ' F g ,  
w h e r e  A % 0 , B  % 0 ,  a n d  A+B = 1,  F^ a n d  F^ a r e  t h e  o n l y  
y ^ - l i n e s  i n  e x (B )  . Now f o r  a  c h o i c e  o f  t  i n  ( t ^ , t g ) ,  l e t  
F 5  { t j ^ , t , t 2  } , { 0 ,  [F^V F 2 ] ( t )  ,0} ) . F i s  c o n t i n u o u s ,  n o n ­
n e g a t i v e ,  a n d ,  b y  Lemma 3 . 3 ,  ^ - c o n c a v e .  A l s o  F ( t g )  = 1 ,  
s o  t h a t  F € B. S u p p o s e  t  s t ^ .  I f  F = X * f + ( l - x ) * g  f o r  
some f  a n d  g i n  B a n d  X i n  ( 0 , 1 ) ,  t h e n ,  s i n c e  F = F ^  on 
[ t , t 2 l a n d ,  b y  Lemma 4 . 8  a n d  t h e  f a c t  t h a t  f ( t ^ )  = 0 = 
g ( t ^ ) , F  = f  = g o n  [ t ^ , t ] .  T h i s  a n d  a  s i m i l a r  a r g u m e n t  
f o r  t  > t ^  i m p l y  t h a t  F € e x ( B ) . Now i f  f  i n  B i s  n o t  
^ - l i n e a r  a n d  i s  n o t  z e r o  a t  b o t h  t ^  a n d  t 2 , t h e n  F ' = 
ï K f ; t ^ , t 2 ) i s  s u c h  t h a t  0 < F ' ( t ^ )  < 1 .  T h e n ,  s i n c e  f  -  F '
i s  ' ^ - c o n c a v e ,  t h e  i d e n t i t y
i m p l i e s  t h a t  f  ^  e x ( B ) . F i n a l l y ,  s u p p o s e  t h a t  f  i n  B i s  
z e r o  a t  b o t h  t ^  and  t 2  b u t  t h a t  f  i s  n o t  ^ - l i n e a r  o n  b o t h  
[ t ^ , t g ]  a n d  ' ^ 2  ̂° F o r  d e f i n i t e n e s s ,  s u p p o s e  f ( t ' )  >
F ^ ( t ' )  f o r  some t ' i n  ( t ^ ^ t ^ ) .  L e t  X  ̂ = i n f { X : X « F 2  > f - F ^
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o n  K} a n d  L e t  t  = sup{  t "  s X^F2  ( t " )  = f  ( t ! ' ) -F^  ( t " ) } . e x i s t s
a n d  i s  i n  ( 0 , 1 )  a n d  x e x i s t s  an d  b e l o n g s  t o  D e f i n e
f ^  t o  e q u a l  F^  o n  [ t ^ y X ]  a n d  A ^ ^ ' ( f - F ^ )  on  [?,t g ]  • Now i f  
t ^  e [t^^, x) an d  t ^  c ( x . t g ] ,  % k f ^ ; t ^ , t ^ )  l i e s  b e l o w  = Fg 
on ( t ^ , x ) ,  s i n c e  f ^ ^ t g )  < F g f t ^ ) ,  a n d  i n t e r s e c t s  f ^  o n c e  i n  
( x . t g ]  s i n c e  ( f - F ^ )  i s  ^ - c o n c a v e .  T h e r e f o r e ,  f ^  b e l o n g s  t o  
B . D e f i n e  f ^  t o  b e  (1-%^) ^ ^ ( f - X ^ ' f ^ )  . Now f - X ^ ' f ^  e q u a l s  
f - X g ' F g  on  [ t ^ y x ]  a n d  F̂  ̂ on  k / b g ] ,  a n d ,  f o r  t ^  i n  [ t ^ , x ] ,  
f ( t | ) - X ^ * F 2 ( t £ )  ^ F ^ ( t ^ )  b y  t h e  d e f i n i t i o n  o f  X^. T h e n  t h e  
^ c o n c a v i t y  o f  f 2  f o l l o w s  a s  d i d  t h e  ' ^ - c o n c a v i t y  o f  f ^ .
T h u s ,  f 2  b e l o n g s  t o  B an d  f  i s  i n t e r i o r  t o  t h e  s e g m e n t  d e ­
t e r m i n e d  b y  f ^  an d  f 2 , a n d  we h a v e :
THEOREM 4 . 9 .  S u p p o s e  i s  a  l o c a l l y  d i s c o n j u q a t e  l i n e a r  
s u b s p a c e  o f  C ( I , R )  , t h a t  K = [ t ^ , t 2 l « K ( 3 ’) > an d  t h a t  t ^  i s  
i n t e r i o r  t o  K. T h e  e x t r e m e  e l e m e n t s  o f  t h e  s e t  o f  c o n t i n u o u s
n o n n e a a t iv e  4 : , -c o n c a v e  f u n c t i o n s  whose v a lu e  a t  t .  i s  1 a r e
'■ ~  o
= ' J ( t ^ ,  l , t 2 , 0 ) , F 2  = 3 K t ^ , 0 , t g ,  1) , and t h o s e  f u n c t i o n s  o f  
t h e  form
g ^ { t i y t , t 2  }, { 0 , [ F ^ V  P g ]  ( t )  ,0 } )
f o r  t  i n  ( t ^ , t 2 ) .
A s h l e y  [ l ;  Lemma 3 . 2 ]  c l a i m s  t h a t  C i s  c l o s e d  i n  R , 
t h e  s e t  o f  r e a l - v a l u e d  f u n c t i o n s  on  K, f o r  t h e  t o p o l o g y  o f  
p o i n t w i s e  c o n v e r g e n c e .  T h i s  i s  i n c o r r e c t  s i n c e  ( L ^ ) , w i t h  
= èC({ 0 , 1 / n ,  1 }, { 0 , 1 , 1 }  ) , i s  a  s e q u e n c e  o f  n o n n e g a t i v e ,  
c o n t i n u o u s  Kgp - c o n c a v e  f u n c t i o n s  w h o se  p o i n t w i s e  l i m i t .
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b e i n g  d i s c o n t i n u o u s ,  i s  n o t  i n  C. We now d e v e l o p  a s e t t i n g
i n  w h i c h  t h i s  r e s u l t  h o l d s .
We w i l l  a p p l y  C h o q u e t ' s  t h e o r e m  t o  t h e  v e c t o r  s p a c e  V
g e n e r a t e d  b y  t h e  c o n e  C; t h a t  i s ,  V = C -C .  T he  p r o b l e m  i s
t o  t o p o l o g i z e  V i n  s u c h  a  way a s  t o  s a t i s f y  t h e  h y p o t h e s e s
Ko f  T h e o r e m  4 . 5 .  L e t  R b e  a s s i g n e d  t h e  p r o d u c t  t o p o l o g y  
( t o p o l o g y  o f  p o i n t w i s e  c o n v e r g e n c e ) , l e t  Q b e  t h e  c o l l e c -  
t i o n  o f  e q u i v a l e n c e  c l a s s e s  i n  R‘ m o d u lo  t h e  e q u i v a l e n c e  
r e l a t i o n  2  d e f i n e d  b y
f  ~ g i f  an d  o n l y  i f  f  = g  o n  ( t ^ , t 2 ) ,
K K Ka s s i g n  t o  Q t h e  q u o t i e n t  t o p o l o g y ,  an d  l e t  P:R  b e  t h e
c o n t i n u o u s  map w h i c h  t a k e s  t h e  f u n c t i o n  f  i n  R t o  i t s  = -  
e q u i v a l e n c e  c l a s s ,  [ f ]  . T h e n  ( [ f g ] ) —► [f^ ]  i n  Q i f  and  
o n l y  i f  ( f ^  ( t )  ) - > f ^ ( t )  f o r  a l l  t  i n  ( ^ ^ ' ^ 2 ) -  0 ^  i s
H a u s d o r f f  a n d ,  a s  a  t o p o l o g i c a l  v e c t o r  s p a c e ,  l o c a l l y  c o n ­
v e x ;  P i s  a  v e c t o r  s p a c e  h o m o m o rp h ism .  S i n c e  a  member o f  
c o n t a i n s  a t  m o s t  o n e  member o f  C ( K , R ) , t h e  map P r e ­
s t r i c t e d  t o  C(K,R) i s  1 - t o - l .  I n  p a r t i c u l a r ,  t h e  s e t s
e x ( B ) , B, C, a n d  V c a n  b e  c o n s i d e r e d  a s  s u b s e t s  o f  Q* .
KA s s i g n  t o  V t h e  r e l a t i v i z e d -Q - t o p o l o g y . T h e n  V i s  a  l o c a l ­
l y  c o n v e x ,  H a u s d o r f f  t o p o l o g i c a l  v e c t o r  s p a c e .  M o r e o v e r ,  
s i n c e  t h e  e v a l u a t i o n  m a p s ,  e ^ ,  t e f t ^ / t g ) ,  d e f i n e d  by
e ^ : Q ^ ^ R ;  ; e ^ (  [ f ] )  = f ( t )
a r e  c o n t i n u o u s  l i n e a r  f u n c t i o n a l s  o n  Q , t h e i r  r e s t r i c t i o n s
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b e i n g  d i s c o n t i n u o u s ,  i s  n o t  i n  C.  We now d e v e l o p  a  s e t t i n g
i n  w h i c h  t h i s  r e s u i t  h o l d s .
We w i l l  a p p l y  C h o q u e t ' s  t h e o r e m  t o  t h e  v e c t o r  s p a c e  V
g e n e r a t e d  b y  t h e  c o n e  C; t h a t  i s ,  V = C-C.  The  p r o b l e m  i s
t o  t o p o l o g i z e  V i n  s u c h  a  way a s  t o  s a t i s f y  t h e  h y p o t h e s e s
o f  T h e o r e m  4 . 5 .  L e t  R b e  a s s i g n e d  t h e  p r o d u c t  t o p o l o g y
K( t o p o l o g y  o f  p o i n t w i s e  c o n v e r g e n c e ) , l e t  Q b e  t h e  c o l l e c -
Kt i o n  o f  e q u i v a l e n c e  c l a s s e s  i n  R‘ m o d u lo  t h e  e q u i v a l e n c e  
r e l a t i o n  z d e f i n e d  b y
f  ~ g i f  a n d  o n l y  i f  f  = g  on  ( t ^ y t g )  ,
K K Ka s s i g n  t o  Q t h e  q u o t i e n t  t o p o l o g y ,  and  l e t  PsR ->Q b e  t h e
c o n t i n u o u s  map w h i c h  t a k e s  t h e  f u n c t i o n  f  i n  R t o  i t s  = -  
e q u i v a l e n c e  c l a s s ,  [ f ]  . T h e n  ( [ f g ] ) —♦ [ f ^ ]  i n  Q i f  and  
o n l y  i f  ( f ^  ( t )  ) - > f ^ ( t )  f o r  a l l  t  i n  i s
H a u s d o r f f  a n d ,  a s  a  t o p o l o g i c a l  v e c t o r  s p a c e ,  l o c a l l y  c o n ­
v e x ;  P i s  a  v e c t o r  s p a c e  h om om orph ism .  S i n c e  a  member o f  
Q c o n t a i n s  a t  m o s t  o n e  member o f  C ( K , R ) , t h e  map P r e ­
s t r i c t e d  t o  C(K,R) i s  1 - t o - l .  I n  p a r t i c u l a r ,  t h e  s e t s
Ke x ( B ) , B, C, and  V c a n  b e  c o n s i d e r e d  a s  s u b s e t s  o f  Q .
KA s s i g n  t o  V t h e  r e l a t i v i z e d -Q - t o p o l o g y . T h e n  V i s  a  l o c a l ­
l y  c o n v e x ,  H a u s d o r f f  t o p o l o g i c a l  v e c t o r  s p a c e .  M o r e o v e r ,  
s i n c e  t h e  e v a l u a t i o n  m a p s ,  e ^ ,  t e f t ^ / t g ) ,  d e f i n e d  b y
e ^  sQ^->Rs ; e ^ (  [ f ]  ) = f ( t )
Ka r e  c o n t i n u o u s  l i n e a r  f u n c t i o n a l s  on  Q , t h e i r  r e s t r i c t i o n s
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t o  V a r e  c o n t i n u o u s  l i n e a r  f u n c t i o n a l s  on  V.
LEMMA 4 . 1 0 .  C = C(K) i s  c l o s e d  i n  0 ^ ,  B = B ( K , t ^ )  i s  
c l o s e d  i n  Q , a n d  B _is c o m p a c t  i n  V.
S u p p o s e  ( f ^ )  i s  a  s e q u e n c e  o f  n o n n e g a t i v e ,  c o n t i n u o u s ,  
' ^ - c o n c a v e  f u n c t i o n s  w i t h  l i m i t  [g ]  i n  Q ^ .  C l e a r l y ,  g ^ 0 
on  ( t ^ f t g ) .  I f  t ^  < t ^  < t  < t ^  < t g  a n d  [ ^ ( g ; t ^ , t ^ ) ] ( t ) - g ( t )  
= 5 > 0 ,  l e t  Ng b e  t h e  n e i g h b o r h o o d  o f  [g] c o n s i s t i n g  o f  
c l a s s e s  [h] d e t e r m i n e d  b y  f u n c t i o n s  h  w h i c h  a r e  w i t h i n  c o f  
g a t  t ^ ,  t ,  a n d  t g , f o r  a  c h o i c e  o f  e i n  ( 0 , 6 ^ ) ,  w h e r e  = 
5 / (1+M ) and  w h e r e  M i s  t h e  suprem um  o f  ' ^ ( t | ,  l , t 2 , 1) on  
. T h e n  c o n t a i n s  no  c l a s s e s  d e t e r m i n e d  b y  
c o n c a v e  f u n c t i o n s ,  a  c o n t r a d i c t i o n .  T h e r e f o r e ,  g i s
c o n c a v e  on  a n d ,  b y  t h e  r e m a r k  f o l l o w i n g  t h e  c o r o l ­
l a r y  t o  T h e o re m  3 . 2 ,  t h e r e  i s  a  u n i q u e  c o n t i n u o u s  
c o n c a v e  f u n c t i o n  g ' i n  [ g ] . M o r e o v e r ,  g ' ^ 0 o n  K, s o  t h a t  
( f ^ ) —> g '  i m p l i e s  C i s  c l o s e d  i n  Q ^ .  S i n c e  B = B ( K , t ^ )  =
C ( K ) n e ^ ^ ( { 1 } ) ,  t h e  f a c t s  t h a t  C i s  c l o s e d  an d  e ^  i s  c o n -
o K ^
t i n u o u s  i m p l y  t h a t  B i s  c l o s e d  i n  Q . By Lemma 4 . 7 ,  B, a s
a  s u b s e t  o f  R , i s  c o n t a i n e d  i n  t h e  C a r t e s i a n  p r o d u c t  S =
: t ^ K )  w h i c h ,  b y  t h e  T y c h o n o f f  t h e o r e m ,  i s  c o m p a c t  i n
K KR . T h e n  B, a s  a  s u b s e t  o f  Q , i s  a  c l o s e d  s u b s e t  o f  t h e
K Kc o m p a c t  s e t  P (S )  i n  Q . T h e r e f o r e  B i s  c o m p a c t  i n  Q , h e n c e
i n  V.
KA s h l e y ' s  T h e o r e m  3 . 3  s t a t e s  t h a t  e x (B )  i s  R - c l o s e d ,  
w h i c h  i s  n o t  t r u e .  B u t  ex (B)  i s  Q - c l o s e d ,  a s  i s  shown i n  
t h e  f o l l o w i n g  lemma.
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LEMMA 4 . 1 1 .  F o r  a l l  i n t e r i o r  t o  K, t h e  s e t  o f  e x ­
t r e m e  e l e m e n t s  o f  t h e  s e t  o f  n o n n e c r a t i v e , c o n t i n u o u s , 
c o n c a v e  f u n c t i o n s  w h o se  v a l u e  a t  t ^  i s .  1 i s  h o m e o m o rp h ic  
t o  K.
By Lemma 4 . 9 ,  t h e  map ÇsK-»V d e f i n e d  b y
Ç ( t i )  = F ^ ;  S f tg )  = F^ ;
5 ( t )  = [ F ^ V F 2 ] ( t ) ° % ( { t ^ , t , t 2 } , {  0 , 1 , 0 } ) ,  t e ( t ^ , t 2 ) ,
i s  1 - t o - l  a n d  o n t o  e x ( B ( K , t ^ ) ) . I f  ( t ^ " ^ )  i n  K h a s  l i m i t  t  
i n t e r i o r  t o  K, t h e  c o n t i n u i t y  o f  F ^ Y F 2  a n d  i n s u r e  t h a t  
a p p r o a c h e s  € ( t )  u n i f o r m l y  o n  K, h e n c e  p o i n t w i s e  on  
t h e  i n t e r i o r  o f  K. I f  ( t / " ^ )  a p p r o a c h e s  a n  e n d p o i n t  o f  K, 
s a y  ( t / ^ ^ ) —> t ^ ,  i  = 1 o r  2 ,  t h e n  ( Ç( t  ) - > F ^  p o i n t w i s e  o n  
K \ { t ^ } o  T h e r e f o r e  5 i s  c o n t i n u o u s  a n d ,  s i n c e  K i s  c o m p a c t  
a n d  e x (B )  H a u s d o r f f ,  a  hom eo m o rp h ism .
A c c o r d i n g  t o  T h e o r e m  4 . 5  a p p l i e d  t o  V w i t h  t h e  r e l a ­
t i v e  t o p o l o g y ,  e v e r y  p o i n t  f  i n  t h e  c o m p a c t ,  c o n v e x  s e t  
B d e t e r m i n e s  a  n o n n e g a t i v e  Radon  m e a s u r e  o f  u n i t  m a ss  
o n  e x (B )  s u c h  t h a t  f o r  e v e r y  c o n t i n u o u s  l i n e a r  f u n c t i o n a l  L 
on  V
L ( f )  = L ' d ; . .
' ex (B )  ^
Now, s i n c e  K a n d  e x (B )  a r e  h o m e o m o rp h ic  a n d  s i n c e  t h e  n o n ­
n e g a t i v e  R ad o n  m e a s u r e s  o f  m ass  1 on  K a r e  t h e  S t i e l t j e s  
i n t e g r a l s  g e n e r a t e d  b y  n o n d e c r e a s i n g  r e a l - v a l u e d  f u n c t i o n s
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V on  K s u c h  t h a t  v f t g i - v f t ^ )  = 1 ( s e e  E d w a rd s  [ 5 ; S e c = 4 „ 5 -  
4 . 7 ] ) ,  e v e r y  f  i n  B d e t e r m i n e s  a  n o n d e c r e a s i n g  f u n c t i o n  
V js K —►[0,1] s u c h  t h a t  v ^ ( t ^ )  = 0 a n d  v ^ ( t 2 ) = 1,  f o r  w h i c h
. ( f )  ( L o ç ) . d v ^  =  ^  ^  h (  C ( t  ) ) » d v ^ ( T )
‘t ,
1̂
f o r  a l l  c o n t i n u o u s  l i n e a r  L :V -> R .  T h e n  c h o o s i n g  L = e ^  
f o r  t  i n t e r i o r  t o  K we h a v e
j t i
f  ( t )  =  \  [ Ç ( t ) ]  ( t )  ” d v ^ ( T  )
S i n c e  v ^  i s  n o n d e c r e a s i n g  i t  h a s  l e f t  a n d  r i g h t  o n e - s i d e d  
l i m i t s  t h r o u g h o u t  K, w h e n c e  v ^  i s  u n i q u e l y  d e t e r m i n e d  b y  
r e q u i r i n g  i t  t o  b e  l e f t - c o n t i n u o u s  a t  i t s  p o i n t s  o f  d i s c o n ­
t i n u i t y .  F i n a l l y ,  a  n o n n e g a t i v e  ' ^ ^ - c o n c a v e  f u n c t i o n  w hoseJ\
v a l u e  a t  t ^  i s  1 d e t e r m i n e s  a  u n i q u e  member f  o f  B w h i c h  
i n  t u r n  d e t e r m i n e s  a  f u n c t i o n  v ^ , .
THEOREM 4 . 1 2 .  S u p p o s e  t h a t  Cj- i s  a, l o c a l l y  d i s c o n j u -  
q a t e  l i n e a r  s u b s p a c e  o f  C ( I , R )  , t h a t  K = [ t ^ , t 2 ] e X ( 3 )  , a n d  
t h a t  t ^  _is i n t e r i o r  t o  K. T h e n  f o r  e v e r y  n o n z e r o , n o n n e q a - 
t i v e  i ^ . - c o n c a v e  f u n c t i o n  f  t h e r e  i s  a  u n i q u e  l e  f t - c o n t  i n u ­
o u s  n o n d e c r e a s i n q  f u n c t i o n  v ^ i K —*R s u c h  t h a t  f o r  a l l  t  
i n t e r i o r  t o  K
f ( t )  =  f ( t g ) ° \  ^  H ( t , T )  « d v ^ ( T  ) ,
w h e r e
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= (F^( t) / P 2 ( t) ) *P2 (t)  , Tefe, tJ ,
= T € ( t g . t g ] ,
f o r  t  £
and
H ( t ,  t )  = F ^ ( t ) ,  T  £ [ t ^ , t ^ )
= ( P 2 ( t ) / F j^(t ) ) “F ^ ( t )  , T e [ t ^ , t ] ,
P 2 ( t ) , T e ( t , t 2 ] ,
f o r  t  c '
and
5 .  U n i l a t e r a l  E x t r e m i z i n a  P r o p e r t i e s  o f  ' ^ - c o n c a v e  
f u n c t i o n s . F o r  K a  c o m p a c t  i n t e r v a l  i n  I ,  d e f i n e  t h e  f o l ­
l o w i n g  c l a s s e s  o f  f u n c t i o n s :  r ^  t h e  c l a s s  o f  r e a l - v a l u e d
f u n c t i o n s  t h a t  a r e  a b s o l u t e l y  c o n t i n u o u s  o n  K a n d  w hose  d e -
t
r i v a t i v e s  a r e  o f  i n t e g r a b l e  s q u a r e  on  K; r  t h e  c l a s s  o fJS. f u
f u n c t i o n s  i n  w h i c h  v a n i s h  a t  t h e  e n d p o i n t s  o f  K; f ^ ( f )K
t h e  c l a s s  o f  f u n c t i o n s  i n  w h i c h  a g r e e  w i t h  f s l —>R a t  t h e  
e n d p o i n t s  o f  K; r ^ ( f )  t h e  c l a s s  o f  f u n c t i o n s  i n  w h i c h
d o m i n a t e  f  on  K.
S u p p o s e  t h a t  r ,  q ,  a n d  p  b e l o n g  t o  C ( I , R )  and  t h a t  r
i s  p o s i t i v e  on  I „  U t i l i z i n g  a  w e l l - k n o w n  e q u i v a l e n c e  b e t w e e n
©
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t h e  d i s c o n j u g a c y  o f  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n
( 5 . 1 )  L (u )  = ( r * u ' + q * u ) ' - ( q * u ' + p . u )  = 0
on  t h e  o p e n  i n t e r v a l  I  a n d  t h e  p o s i t i v e  d e f i n i t e n e s s  o f  t h e  
q u a d r a t i c  f u n c t i o n a l  w h e r e
■i:( 5 . 2 )  J ^ ( u )  = \  ^ ( r * u ' ^ + 2 - q - u - u ' + p * u ^ )  , K =" l
on  r  f o r  a l l  c o m p a c t  s u b i n t e r v a l s  K o f  I ,  R e i d  [1 2 ]  h a s  j\f u
p r o v e d  t h e  f o l l o w i n g  t h e o r e m .  Our  s t a t e m e n t  o f  t h e  t h e o r e m  
i s  b a s e d  o n  t h e  f a c t  t h a t  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  ( 5 . 1 )  i s  
d i s c o n j u g a t e  o n  I  i f  a n d  o n l y  i f  t h e  f a m i l y  X  o f  s o l u t i o n s  
t o  ( 5 . 1 )  on  I  i s  d i s c o n j u g a t e  on  I  i n  t h e  s e n s e  i n t r o d u c e d  
i n  S e c t i o n  2 .
THEOREM 5 . 1 .  ( 5 . 1 )  i s  d i s c o n j u q a t e  o n  I , t h e n
f  : I - * R  i s  %2- c o n c a v e  i f  a n d  o n l y  i f  f o r  e a c h  c o m p a c t  s u b i n ­
t e r v a l  K o f  I ,  f  b e l o n g s  t o  a n d  J ^ ( g )  & J ^ ( f )  f o r  a l l  g 
i n  r j ^ ( f )  •
L o o s e l y  s p e a k i n g ,  t h e  e q u i v a l e n c e  m e n t i o n e d  a b o v e  c a n  
b e  s t a t e d :  L ( u )  = 0 i s  t h e  E u l e r  e q u a t i o n  a s s o c i a t e d  w i t h
t h e  f u n c t i o n a l  J .  Or i t  c a n  b e  s a i d  t h a t  t h e  s e t  o f  s o l u ­
t i o n s  o f  ( 5 . 1 )  on  I  c o n s t i t u t e  t h e  s e t  o f  e x t r e m a l s  o f  t h e  
f u n c t i o n a l  J .  Now L (u )  = 0 may b e  t h e  E u l e r  e q u a t i o n  f o r  
f u n c t i o n a l s  o t h e r  t h a n  J .  F o r  e x a m p l e ,  y "  = 0 g i v e s  t h e  e x ­
t r e m a l s  o f  b o t h  J  a n d  H w h e r e  J ^ ( u )  = a n d  H ^(u )  =
^ ( 1 + u ' ^ ) ^ . S o  i t  i s  n a t u r a l  t o  a s k ;  d o e s  t h e  u n i l a t e r a l  
e x t r e m a l  c h a r a c t e r i z a t i o n  o f  ,& - c o n c a v e  f u n c t i o n s  g i v e n  i n
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T h e o re m  5 . 1  f o r  t h e  f u n c t i o n a l  J  h o l d  f o r  a l l  f u n c t i o n a l s  
w hose  e x t r e m a l s  a r e  g i v e n  b y  ( 5 . 1 ) ?  We d e s c r i b e  a  c l a s s  o f  
f u n c t i o n a l s ,  w h i c h  i n c l u d e  t h o s e  o f  t h e  f o r m  ( 5 . 2 ) ,  f o r  
w h i c h  t h e  r e s u l t  o f  T h e o r e m  5 . 1  h o l d s .  M o r e o v e r ,  f o r  t h e s e  
f u n c t i o n a l s  a  c e r t a i n  c l a s s  o f  u n i l a t e r a l  m i n i m i z a t i o n  
p r o b l e m s  i s  s o l v a b l e .
F o r  a  s u b s e t  0  o f  C ( I , R ) , a  c o m p a c t  i n t e r v a l  K i n  I ,  
a n d  a  r e a l - v a l u e d  f u n c t i o n  f  o n  I ,  l e t  <0^ b e  t h e  c l a s s  o f  
r e s t r i c t i o n s  t o  K o f  m em bers  o f  S j  < ^ ( f )  t h e  c l a s s  o f  
f u n c t i o n s  i n  w h i c h  a g r e e  w i t h  f  a t  t h e  e n d p o i n t s  o f  K; 
a n d  <0^( f )  t h e  c l a s s  o f  f u n c t i o n s  i n  ( ^ ( f )  w h i c h  d o m i n a t e  
f l j ^ .  We s a y  t h a t  H i s  a  <P-f u n c t i o n a l  on  K ,  K  b e i n g  t h e  s e t  
o f  c o m p a c t  s u b i n t e r v a l s  o f  I ,  i f  H maps e a c h  K i n  K  i n t o  a  
r e a l - v a l u e d  map, H^,  on  T h e  ( ^ - f u n c t i o n a l  H on  K  i s
s e c t i o n a l l v  a d d i t i v e  i f  a n d  o n l y  i f ,  f o r  e v e r y  p a i r  K ' , K "  
i n  K w h o se  u n i o n  i s  i n  X.,
^ ' U K "  "  '
a n d ,  f o r  f u n c t i o n s  f  a n d  f "  i n  J3 w h i c h  a g r e e  a t  some t ^  
i n  I , o O  c o n t a i n s  t h e  f u n c t i o n s  f ^  a n d  f g , w h e r e  f ^  = f  on  
( a , t ^ ] ,  = f " on  ( t ^ , b )  a n d  f^  = f "  on  ( a , t ^ ] ,  f g  = f  '
on  ( t ^ , b ) . H i s  c a l l e d  l o w e r  s e m i c o n t i n u o u s  i f  e a c h  f o r  
K i n  K  i s  l o w e r  s e m i c o n t i n u o u s ; t h a t  i s ,  g i v e n  K i n  X , t h e  
u n i f o r m  c o n v e r g e n c e  o f  t h e  s e q u e n c e  ( f ^ )  i n  t o  t h e  l i m i t  
f ^  i n  i m p l i e s  t h a t  H ^ ( f ^ )  i s  n o t  g r e a t e r  t h a n  l i m  i n f
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S u p p o s e  H i s  a  J ï - f u n c t i o n a l  on  V.. G i v e n  p o i n t s  
a n d  ( t g . X g )  i n  i x R ,  w i t h  t^^ < t g ,  t h e  p r o b l e m  o f  m i n i m i z i n g
H . , o n  t h e  c l a s s  o f  f u n c t i o n s  g i n  w h i c h  s a t i s f y  g ( t . )
2'* 1
= x ^ ,  i  = 1 , 2 ,  i s  c a l l e d  a  f i x e d  e n d p o i n t  v a r i a t i o n a l  p r o b ­
lem  f o r  H. A f u n c t i o n  f  £ C ( I , R )  d e t e r m i n e s  a  c l a s s  o f  
f i x e d  e n d p o i n t  p r o b l e m s  —  t h o s e  o f  m i n i m i z i n g  oncC^^(f)  
f o r  K i n  X  —  c a l l e d ,  c o l l e c t i v e l y ,  t h e  t w o - p o i n t  v a r i a ­
t i o n a l  p r o b l e m  f o r  H d e t e r m i n e d  b y  f . T h e  f u n c t i o n  g i n  
Si s o l v e s  ( i s  a s o l u t i o n  t o )  t h e  t w o - p o i n t  v a r i a t i o n a l  p r o b ­
le m  f o r  H d e t e r m i n e d  b y  f  i f  g  m i n i m i z e s  u n i q u e l y  on  
0 ^ ( f )  f o r  a l l  K i n  K .  T h e  f u n c t i o n  f  i s  s a i d  t o  b e  a n  e x ­
t r e m a l  o f  t h e  ( 0 - f u n c t i o n a l  H on  K. i f  a n d  o n l y  i f  f e < 0  and  
e v e r y  p o i n t  i n  I  b e l o n g s  t o  a n  o p e n  i n t e r v a l  s u c h  t h a t ,  
f o r  e v e r y  member K o f  t h e  s e t ,  K q / o f  c o m p a c t  s u b i n t e r v a l s  
o f  I ^ ,  H ^ ( f 1^) i s  t h e  u n i q u e l y  a c h i e v e d  minimum v a l u e  o f  
on  f ^ ( f ) . T h u s ,  t h e  e x t r e m a l s  o f  H s o l v e  t h e  t w o - p o i n t  
v a r i a t i o n  p r o b l e m s  t h a t  t h e y  d e t e r m i n e  f o r  H l o c a l l y .  The  
p r o b l e m  o f  m i n i m i z i n g  o n « 0 ^ ( f )  f o r  K i n  X, w h e re  
f  £ C ( I , R ) , i s  t e r m e d  t h e  u p p e r  t w o - p o i n t  v a r i a t i o n a l  p r o b ­
lem  f o r  H d e t e r m i n e d  b y  f . T h e  f u n c t i o n  f  i n  i s  an  
u p p e r  e x t r e m a l  o f  H i f  a n d  o n l y  i f  e v e r y  t ^  i n  I  i s  i n t e r i o r  
t o  'ome s u c h  t h a t ,  f o r  K c o m p a c t  i n  I ^ ,  f i s  t h e  
u n i q u e  H j^ - m i n i m i z i n g  e l e m e n t  o f  J 3 ^ ( f )  .
We a s s u m e  t h a t  t h e  m a x i m a l  i n t e r v a l s  o f  d i s c o n j u g a c y  o f  
^  l o c a l l y  d i s c o n j u g a t e  f a m i l y  o f  e x t r e m a l s  a r e  p r e c i s e l y  
t h o s e  w h i c h  a r e  m a x i m a l  r e l a t i v e  t o  t h e  p r o p e r t y  o f  h a v i n g
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u n i q u e  s o l u t i o n s  t o  t w o - p o i n t  v a r i a t i o n a l  p r o b l e m s . I f  H 
h a s  e x t r e m a l s  a n d  i f  t h e  f a m i l y  o f  e x t r e m a l s , ^ ,  o f  H i s  
l o c a l l y  d i s c o n  j u g a t e ,  t h e n ,  f o r  t^^ a n d  t ^  s u f f i c i e n t l y  n e a r  
t o  e a c h  o t h e r ,  t h e  minimum v a l u e  o f  ^ j o n  t h e  c l a s s
o f  f u n c t i o n s  i n  ^  ̂ h a v i n g  ( t^^,Xj^)and ( t g , * ^ )  t h e i r
g r a p h s  i s  r e a l i z e d  a t  ( a n d  o n l y  a t )  3 i t ^ , x ^ , t 2 , X 2 )  r e s t r i c t e d  
t o  [ t j ^ , t 2 l .  M o r e o v e r ,  i f  H i s  a l s o  s e c t i o n a l l y  a d d i t i v e ,  
t h e n  J5 c o n t a i n s  (^ )  , t h e  s e t  o f  p i e c e w i s e - 3 - l i n e a r  f u n c ­
t i o n s ,  a n d ,  b y  T h e o re m  2 . 1 0 ,  «0 i s  l o c a l l y  d e n s e  i n  C ( I , R ) ; 
t h a t  i s ,  e v e r y  t ^  i n  I  b e l o n g s  t o  some s u c h  t h a t
o
i s  d e n s e  i n  C ( I ^ , R ) .
I f  ^ c C ( I , R )  i s  l o c a l l y  d i s c o n  j u g a t e , l e t  ^(9-) r e p r e ­
s e n t  t h e  s e t  o f  m a x i m a l  i n t e r v a l s  o f  d i s c o n j u g a c y  and  
K(^) r e p r e s e n t  t h e  s e t  o f  c o m p a c t  s u b i n t e r v a l s  o f  mem bers  
o f  . F o r  c o n v e n i e n c e ,  we w i l l  w r i t e  H ^ ( f )  f o r  H ^ ( f  | ^ )  .
THEOREM 5 . 2 .  S u p p o s e , f o r  j P c C ( I , R ) , t h a t  H i s  a  
l o w e r  s e m i c o n t i n u o u s . s e c t i o n a l l v  a d d i t i v e  « ^ - f u n c t i o n a l  on 
X, w h i c h  h a s  a  l o c a l l v  d i s c o n j u q a t e  f a m i l v  ^  p i  e x t r e m a l s  
and  t h a t  f o r  a l l  K i n  KC&) t h e  c l a s s  &  c o n t a i n s  t h e  
f u n c t i o n s  w h i c h  a r e  ^ - c o n c a v e  o n  K. T h e n , f o r  f  i n  C ( I , R ) , 
t h e  u p p e r  t w o - p o i n t  v a r i a t i o n a l  p r o b l e m  f o r  H d e t e r m i n e d  b y  
f  i s .  s o l v a b l e  i n  t h i s  l o c a l  s e n s e  : f o r  K i n  X O )  / i s
t h e  u n i q u e  H^- m i n i m i z i n q  member o f  0 ^ ( f ) . I n  p a r t i c u l a r , 
f, i s  "^- c o n c a v e  i f  and  o n l v  i f  i t  i s  a n  u p p e r  e x t r e m a l  o f  H.
I f  f  i n  0  i s  n o t  ' ^ - c o n c a v e ,  t h e r e  i s  a  K = [ t ^ y t ^ j c  K(^) 
f o r  w h i c h  c k f ; t ^ , t 2 ) | j ^ « £ ^ ( f )  , w h e n ce  H ^ ( f )  i s  s t r i c t l y  g r e a t e r
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t h a n  t h e  min imum o f  o n « D ^ ( f )  , s o  t h a t  i f  f o r  e v e r y  KeX(^) 
t h e  min imum o f  o n ^ ^ ( f )  is_ H ^ ( f )  , t h e n  f  is^ ^ c o n c a v e . 
M o r e o v e r ,  i f  KcK'c  , s e c t i o n a l  a d d i t i v i t y  i m p l i e s  t h a t
H j^ , ( f )  > w h e r e  f  = on  [ t ^ y t g ]  w i t h
f  = f  e l s e w h e r e ,  s i n c e  H y ^ ( f ) - H ^ , ( f ' )  = ( f ) ( f  ' )  .
T h i s  y i e l d s  t h e  s t r o n g e r  r e s u l t s  i f  f  p r o v i d e s  w i t h  i t s  
minimum o n  J 3 ^ ( f )  , t h e n  f  i ^  ^ - c o n c a v e  o n  K.
I f  K € K ( ^ )  a n d  f  e £ J , t h e n ,  f r o m  t h e  r e s u l t  o f  
T h e o re m  2 . 1 0  a n d  t h e  c o m p a c t n e s s  o f  K, t h e r e  i s  a  s e q u e n c e  
(T^) i n  7 ^  s u c h  t h a t  t h e  s e q u e n c e  ( & ( f ; T ^ ) | ^ )  h a s  0 ^ ( f )  a s  
i t s  u n i f o r m  l i m i t  on  K. M o r e o v e r ,  n o  t e r m  o f  t h e  s e q u e n c e  
(H j^ ( ^ ( f  ;T^)  ) ) i s  g r e a t e r  t h a n  H ^ ( f )  . T h e n ,  s i n c e  i s  
l o w e r  s e m i c o n t i n u o u s ,
H j ^ ( e + ( f ) )  5 l i m  i n f  ( H ^ C ^ ( f y T ^ ) ) )  s  H j ^ ( f ) ,
T h e r e f o r e ,  f o r  K i n  K (^ )  a n d  f  i n  J5, H ^ ( f )  2: HyX@%(f)).
Now s u p p o s e  t h a t  K = t g  KC&) a n d  t h a t  f  a n d  g 
a r e  d i s t i n c t  ^ - c o n c a v e  e l e m e n t s  o f  C(K,R)  w i t h  
g c C ^ ( f )  a n d  g  > f  on  ( t ^ f t g ) . N o t e  t h a t  i f  t h e  # - l i n e  
F i s  s u p p o r t e d  b y  f  a t  t ^  i n  ( t ^ ' t g ) ,  t h e  f u n c t i o n  gA  F 
( t h a t  i s ,  g / \ ( F | j ç ) )  b e l o n g s  t o  C ^ ( f )  n 2 ^ ,  w h i c h  i s  a  s u b s e t  
o f  JD ^ ( f )  , a n d  H j^ (g A F )  < H ^(g )  . L e t  F b e  a n  a s s i g n m e n t  o f  
^ l i n e s  t o  t h e  p o i n t s  o f  ( t ^ ' t g )  s u c h  t h a t ,  f o r  t  i n  ,
f  s u p p o r t s  F ^ ^ )  a t  t .  T h e n ,  f o r  e a c h  T =  ̂ » , t  ,
t g l . n  & 1 ,  i n  7 ^ ,  t h e  f u n c t i o n
g^^^ s  ( A  F ^ ^ ( i ) ^ ) / \ g  
^ i = l
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b e l o n g s  t o  C ^ ( f )  and  < H ^(g )  . A l s o ,  w i t h  N^^o^ -
{ t s F ^ ^ o ^ ( t )  -  f ( t )  < n  ^ }, f o r  t ^  i n  ( t ^ . t g ) ,  and  -
( t : g ( t )  -  f ( t )  < n  ^ }, t h e  c o l l e c t i o n  { N^^o^ ; t ^ e  ( t j ^ , t 2 )} u{N^}
i s  a n  o p e n  c o v e r  o f  K f o r  e a c h  n .  F o r  e a c h  n ,  c h o o s e  a  f i ^
n i t e  s e t ,  ( t ^  ^ ; i  = l , ‘ * “ , p ^ } ,  i n  ( t ^ y t g )  s u c h  t h a t
(N } c o v e r s  K and  d e f i n e  i n  %. t on n n  n  i\
c o n s i s t  o f  t , , t _  a n d  a l l  t .  . ,  j  = l , ° “ ' , n ;  i  = l , * ° - , p . .
J- ^ J f 1 J
(P)T h en  t h e  s e q u e n c e  (g,^ ) h a s  f  a s  i t s  u n i f o r m  l i m i t  a n d  t h e
/  F )  ^
s e q u e n c e  ( H ^ ( g ^  ) ) ,  e a c h  t e r m  o f  w h i c h  i s  l e s s  t h a n  H ^ ( g ) ,
i s  n o n i n c r e a s i n g .  T h e n  t h e  l o w e r  s e m i c o n t i n u i t y  o f  
y i e l d s :  H ^ ( f ) < H ^(g )  . T h u s ,  i f  f e c ^ ( f )  t h e n  Hj^(f)
i s  t h e  u n i q u e l y  a t t a i n e d  minimum v a l u e  o f  on  C ^ ( f ) n ^ ^ .
F o r  f  i n  C ( I . ,R )  and  KeK(3-), s u p p o s e  g c D ^ ( f )  , I f  
0 ^ ( g )  5̂  t h e n  H ^(g)  & H j^ (9 ^ (g ) )  > H j ^ { 6 ^ ( f ) ) .  O t h e r ­
w i s e ,  G^(g) = 9 ^ ( f )  and  H ^(g )  a H j ^ ( 0 ^ ( f ) ) .  T h e r e f o r e  t h e
in f im u m  o f  on  ( f ) i s  a t t a i n e d  a t  0 ^ X f ) .  T h e n ,  i f
H^(g)  = H^(  e ^ ( f )  ) , g  i s  ' ^ - c o n c a v e ,  t h a t  i s ,  g  = 0^Xg) , s o
t h a t  t h e  minimum o f  o n O ^ ( f )  i s  a ssu m e d  u n i q u e l y .  T h i s  
c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  t h e  t h e o r e m .
T h a t  T h e o r e m  5 . 1  i s  an  i n s t a n c e  o f  Theo rem  5 . 2  f o l l o w s  
i n  a l l  p a r t i c u l a r s  e x c e p t  l o w e r  s e m i c o n t i n u i t y  u p o n  d e f i n i n g  
t o  b e  { f € C ( I , R )  ; V K«K, f  I }, F o r  t h e  l o w e r  s e m i c o n t i n u ­
i t y  o f  t h e  f u n c t i o n a l  ( 5 . 2 )  we c i t e  G r a v e s  [ 6 ; p . l 6 4 ] .
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